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摘要
"

伸展运动悬臂梁属于典型的时变参数结构'由于质量和刚度随时间的变化"使经典的动力学理论在求解梁

的振动方程时不再适用'为了研究伸展悬臂梁的振动特性以及能量的变化情况"首先"利用伸展运动悬臂梁的振

动方程得出梁横向振动能量的表达式"进而得出能量的变化图"并直观的对比梁失稳前后能量的变化情况'利用

数值方法分析伸展梁的振动特性"讨论失稳后能量在各模态之间分配的情况'结果表明"梁在失稳以后"能量在各

模态之间分配的规律与失稳前能量分配规律有较大的变化'

关键词
"

时变参数(伸缩悬臂梁(失稳(能量分析(模态

中图分类号
"

C!#%

(

DE%%!

引
"

言

在科学技术和工程中经常遇到一类振动体系"

其动力学参数随时间变化"此类系统称为时变参数

系统'轴向可外伸悬臂结构在工程中有较多的应

用"比如航天器外伸天线的展出!可伸缩机翼的伸出

等"都属于时变参数结构'这类时变结构因其沿轴

向是可运动的"因此为非保守系统"相比于不可移动

的结构"其沿轴向外伸过程更易诱发结构的横向

振动'

轴向运动连续体本身属于无穷维陀螺连续系

统"陀螺项的存在对振动的分析提出很重要的理论

要求"而做伸展运动的连续体的横向振动微分方程

及其边界条件都属于时变系统"这给问题的求解带

来诸多技术问题'时变参数系统的振动要比恒定参

数体系的振动复杂的多'恒定参数连续体在初始时

刻处在它的某个振型"不受外力作用"它就会永远处

在这个振型中(但一个变参数体系"即使不受外力作

用"也会发生不同振型间的跳跃'

对于伸展运动悬臂梁结构"如升降机)

%

*

!带锯)

#

*

等"许多学者已经做出了一些初步的研究'

D,1,*

A

*(@

等)

!

*推导了长度随时间变化梁的振动方程"其

表现形式为
<

个非线性偏微分运动方程和一个几何

关系的运动方程"最后通过一些假设"将这些方程转

化为线性时变参数方程"并求得了匀速运动时的解

析解'

FG)

等)

<

*研究了一系列任意变长度梁的线性

动力学问题"得出了为了保持梁的稳定性"不仅要抑

制梁的振动能量"还要缩短梁的长度和振幅响应的

结论'因为对于时变参数系统"位移的有界性并不

能保证振动能量的有界性"

H(554-0+

等)

=

*研究了稠

密液体中外伸梁的稳定性"用黏性力和附加质量代

替了流体对梁的影响"然后用牛顿第二定律推导了

梁的振动方程"对方程无量纲化之后"采用
H,-4*@0+

截断研究了梁在伸展过程中的稳定性问题'

I,5

A

24+,@

等)

&

*研究了带有负刚度多自由度弹簧振子系

统的稳定性问题"用解析方法推导了根据刚度矩阵

的行列式值来判断系统失稳的条件"并以两自由度

弹簧振子为例验证了他们的结论'近年来"其他学

者针对不同的伸展运动梁模型"也做了相关的理论

研究)

BA%<

*和实验研究)

%=A%"

*

'

有关伸缩悬臂梁结构的时变参数系统的瞬态动

力学分析虽然起步较早"但是前期研究的模型较为

简单"且没有实验方面的研究'直到近几年"才逐渐

出现了实验研究'这些研究主要集中在建立伸展运

动梁的振动微分方程"以及分析其伪固有频率!振幅

等一些动力学特性'早期的研究集中于低速运动伸

展梁的振动特性"而在伸展运动悬臂梁失稳之后横
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向振动能量的变化趋势研究较少'笔者利用梁横向

振动微分方程"分析了伸展梁的振动特性"重点讨论

失稳后的能量变化情况'

$

"

伸展运动悬臂梁模型

伸展运动悬臂梁模型见图
%

'梁在滑槽内的部

分受力
!

的作用"随着力
!

方向的改变"该悬臂梁

可进行外伸和回收"其长度
"

是时间的函数"即
"K
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图
%

"

伸展运动悬臂梁模型
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为了讨论失稳状态"只研究外伸情况'在一定

初始条件下"梁在外伸过程中"会产生横向振动'相

比于横向振动"轴向的振动很小"故在此对轴向振动

不做分析'其中"梁的材料参数)
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材料参数
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单位长度质量$

%

@

9

+

6

A

%

&

弯曲刚度$
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初始长度$

6

数值
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研究内容

取梁一微段
O$

进行受力分析"如图
#

所示'

图
#

"

梁微段受力分析

L0

9

:#

"

P+O.(*?45(+,54

9

64+2(.2G414,6
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&经过数学变化"可得
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利用假设模态方法"将式%
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其中#+表示变量对时间的求导(

+

为梁轴向运动速

度(

.

+

为梁轴向运动的加速度(

"

为梁长度'

其他各参数如下
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式%

=

&即为伸展运动悬臂梁横向振动微分方

程)
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外伸梁运动状态

当梁轴向伸展速度
+K%:!6

$

5

"加速度
7K

O+

$

O#K$

时"对式%

<

&取
%

阶截断"并令初始条件

/%

K$:%

"

O

/%

$

O#K$

"可得出梁自由端位移响应曲

线"如图
!

所示'

由图
!

可知"梁在外伸初始阶段"其自由端位移

呈周期性逐渐增大"此时处于稳定阶段'当梁伸展

到一定程度时"自由端偏向于坐标轴一方一直伸展

下去"系统的周期性震荡彻底消失"此时处于屈曲失

稳状态'不同于经典的时不变参数结构"目前对于

时变参数结构还没有清晰的稳定性定义'笔者所采

用的稳定性概念定性为振动失去往复性的情况"即

对应于时不变参数结构的屈曲'但时变结构参数失

稳的临界点并不是精确的临界值"而是一范围'

0:0

"

能量变化趋势

以
%

阶模态位移作为初始条件"即
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由式%
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&可得出梁横向振动的动能
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和总能量
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图
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梁自由端位移响应
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基于对式%

<

&的求解"应用
<

阶截断的式%

B

&可

以绘出能量随时间的变化'当梁以
+K$:"6

$

5

的

速度进行外伸时"其能量由稳定阶段到失稳阶段的

变化曲线见图
<

'图中横坐标为梁伸展时间"纵坐

标为能量"黑色点划线代表动能
(

9

"红色实线代表

势能
(

:

"蓝色虚线代表总能量
(

#

'

图
<

"

能量变化图
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很明显"梁在外伸过程中可以分为稳定阶段!失

稳初期和失稳后期
!

个阶段'分析图
<

中曲线"可

得以下结论#

%

&稳定阶段"随着梁的外伸"其刚度逐渐变小"

质量逐渐增大"振动频率减小"所以动能!势能和总

能量逐渐减少(

#

&在梁失稳初期"动能!势能和总能量几乎

不变(

!

&在梁失稳后期"动能变大"势能随着负刚度

的出现"在反向逐渐变大"总能量的变化很小'

0:1

"

能量分配趋势

在以
%

阶模态位移作为初始条件下"梁在失稳

之前"能量由低阶模态开始"逐渐向高阶模态分配"

且距离初始条件阶数较近的模态获得的能量较多'

在梁失稳之后"能量依旧由低阶模态向高阶模态依

次分配"随着时间的增长"距离初始条件阶数较远的

获得的能量较多'

以
%

阶模态位移作为初始条件"梁在外伸过程

中由稳定阶段到失稳以后的振动挠曲线轮廓如图
=

所示'

图
=

"

挠曲线轮廓图
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分析图
=

可知#

%

&随着时间的推移"梁的往复震荡逐渐减弱"

直到失稳之后"往复震荡消失(

#

&失稳之后"梁由
%

阶模态的伸展变成了
#

阶

模态"随着梁的不断伸长"又变成了更高阶的模态'

用
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@)22,

法求解式%
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&可以确定能量在
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各模态分配的大小"前
=

阶的振动变化由图
&

给出'

图
&

"

稳定阶段时能量的传递
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4

图
&

中分别画出了前
=

阶模态所含能量大小的

曲线"可得以下结论#

%

&

%

阶模态位移除了引起第
%

阶模态振动"还

引起了其他模态的振动"这种现象在线性系统里面

不会出现(

#

&距离初始条件阶数较近的模态分配到的能

量较多"距离较远能量越少(

!

&

/%

的变化与稳定阶段的能量变化趋势相对

应"表明振动频率逐渐变小"动能减小"在数值上
/%

虽逐渐增大"但由于刚度减小的原因"最终致使势能

减小'

观察式%

<

&可知"

T

%

&U'

&

+

#

$

"

# 是引起能量

在各模态之间分配的因素"其中矩阵
&

为反对称矩

阵"

'

为对称矩阵"因此
A

%

&U'

&

+

#

$

"

# 导致了各模

态之间的耦合'

梁失稳后"其能量在各模态之间的分配如图
B

所示'图
B

中分别画出了前
=

阶模态所含能量大小

的曲线"由图
B

可得以下结论#

%

&失稳初期"距离初始条件阶数较近的模态"

分配的能量多(

#

&失稳后期"距离初始条件阶数较远的模态分

配的能量比较多"甚至超过了初始条件所给予的能

量"与前面由
%

阶模态的伸展"变成高阶模态的伸展

相对应(

!

&梁在失稳后期"

/%

的变化与势能变化相对

应"其在数值上大幅度增加"再加上负刚度的影响"

图
B

"

能量在模态的分配
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导致势能在反向逐渐增大'

1

"

结束语

笔者利用伸展运动梁的微分方程"分析了梁在

失稳前后的能量变化情况"发现随着梁的外伸"动

能!势能和总能量逐渐减小'在失稳初期"动能!势

能和总能量基本不变(在失稳后期"动能逐渐变大"

势能反向变大"总能量变化不大'最后还发现梁在
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失稳以后"能量在各模态之间分配的规律与失稳前

能量分配规律有较大的变化'
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