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基于主成分分析的特征频率提取算法及应用
!
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摘要
"

通过研究主成分分析%
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"简称
FG<

&中有效特征值与信号频率和幅值之间的关

系"发现有效特征值的数量是由原始信号中频率成分的个数决定"与幅值!频率和相位的大小无关'信号中每个频

率产生两个有效的特征值"且幅值决定协方差矩阵
!

的特征值在其分布图中的排列顺序'提出了一种基于
FG<

的特征频率提取算法"该算法可实现对单个或多个特征频率的准确提取'将此方法应用于大型转子系统轴心轨迹

的提纯上"效果优于谐波小波和小波包算法'

关键词
"

故障诊断(信号分析(主成分分析(特征提取(轴心轨迹

中图分类号
"

HI&&!:&

(

HI&=>:!

(

H;J&&:C

$

"

问题的引出

近年来"主成分分析)

&B$

*在图像处理)

!

*

!数据压

缩)

#

*

!故障诊断)

>

*

!神经网络)

=

*

!模式识别)

C

*及小波

变换)

"

*等领域应用广泛'

K0*1

E

等)

!

*运用
FG<

算

法对图像进行压缩并提取图像主要特征"结合
LF

神经网络算法进行人脸识别'

M0

等)

#

*和
3,-N0

等)

J

*分别利用
FG<

算法对原始数据降噪并提取过

程特征信息"然后利用神经网络作为分类器"实现滚

动轴承的故障诊断'

M)

等)

&%

*将
FG<

算法应用到

离心式压缩机的叶轮故障诊断中"通过
FG<

实现多

时程数据的压缩'

O)+

等)

&&

*分析了常规故障诊断

方法的缺陷后"将数据挖掘技术引入故障诊断领域"

提出了基于
G#:>

决策树和
FG<

的旋转机械故障

诊断方法"其中
FG<

算法用于减少数据特征'

这些应用均是利用
FG<

进行信号降噪或数据

压缩'通过累积贡献率
!

"

确定有效主成分个数"即

!

"

#

#

"

$

#

&

!

$

#

%

&

#

&

!

&

%

&

&

""

虽然这些方法在信号降噪及数据降维等方面取

得了良好效果"但对于如何采用
FG<

算法提取或消

除指定的特征频谱%单个频率&少有报道'例如"轴

心轨迹的提纯需要提取原始信号的基频!二倍频等

特征频率进行轴心轨迹的合成"对于这一问题的解

决大多采用小波包变换)

&$B&!

*

"谐波小波)

&#B&>

*

"经验

模态分解)

&=

*及稀疏分解等方法"而
FG<

算法在这

方面的应用少有研究'文献)

&C

*虽然提出了基于奇

异值分解算法在轴心轨迹提纯上的应用"但该方法

是通过累积贡献率进行信号降噪"合成轴心轨迹'

此方法并不具有提取特征频率的能力'

笔者探讨的关键问题是如何利用
FG<

算法从

原始信号中提取指定的单个或多个特征频率'通过

探究主成分析中协方差矩阵
!

的特征值
!

$

分布规

律与特征频率的对应关系"提出了一种基于
FG<

分

离特定频率的算法"并将该方法应用到大型转子振

动试验台轴心轨迹的提纯上"取得了良好的提纯效

果"明显优于谐波小波和小波包算法'

%

"

&'(

处理信号的基本原理与方法

设有
%

个随机向量
"

&

"

"

$

"+"

"

%

"每个向量
"

$

含有
'

个样本"即
"

$

P

%

(

$&

"

(

$$

"+"

(

$'

&"则构造一

个
%Q'

阶的矩阵
#
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(
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(
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(
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其中#

#P

)

"

&

"

"

$

"+"

"

%

*

H

'

若
"

&

"

"

$

"+"

"

%

表示原变量指标"则对矩阵
#

进行主成分分析"可得
"

个新的变量指标
$$

%

$P&

"

$

"+"

"

%

"

(

%

&&的表达式为
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其中#
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'

由主成分分析的定义可知
!
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H

%

$P&

"

$

"+"

"

&为
#

的协方差矩阵中第
$

个特

征值%由大到小排列&对应的特征向量"且
!

$

满足
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式%

$

&所示的矩阵
#

的协方差矩阵为
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由主成分分析原理可知"协方差矩阵
!

的特征

方程为

!

!

$

#!

$

!

$

%

=

&

其中#

!

$

为矩阵
!

的特征值(

!

$

为与
!

$

对应的特征

向量'

把特征值按由大到小的顺序排列
!

&

.!

$

.

+

.

!

"

'根据式%

&

&和式%

!

&可实现数据降维"由原来的

%

个变量转换成新的
"

个变量'若要进行信号处

理"则根据式%

!

&进行信号重构"两边左乘
!

$

并进行

求和"得到
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根据累积贡献率
!

"

选择前
"

个主成分进行重

构"得到一个近似的矩阵

'

#

#

#

"
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#
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$$$

#

#

"
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&
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$

!
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$

#
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其中#

'

#

)

%

%Q'

'

与原矩阵
#

相比"近似重构的矩阵'

#

保留了原

始矩阵的大部分信息"却消除了原始矩阵的冗余信

息)

#

"

C

*

"例如噪声与工频干扰'

获得'

#

后需按矩阵的构成方式恢复信号"将

'

#

H 的行向量首尾相连变成/

#

"

/

#

)

%

&Q%'

"通过矩阵

的逆变换"从重构矩阵/

#

得到恢复后的信号'

"

"即

'
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其中#
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%
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(
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(

H

)

%

%'Q!

"

(

T称为
(

的伪

逆"

(

)

%

!Q%'

(

!

为信号长度"

(

是由
%

个
'

阶单

位矩阵构成'

以
%P!

"

'P!

的矩阵为例"表示为
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通过伪逆矩阵恢复信号'

"

"实际是对矩阵'

#

各

副对角线上的元素求平均"这与文献)

&"

*中采用平

均法恢复信号的结果一致'由于矩阵
(

为稀疏矩

阵"尤其当
%

与
'

的取值较大时"计算伪逆矩阵
(

T

所需要的内存和时间会成倍增加'因此"笔者采用

平均法从矩阵'

#

中恢复信号'

"

"表达式为
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其中#

+

(

$

"

&

为近似重构矩阵'

#

中第
$

行!第
&

列的元素'

根据式%

&&

&可以恢复出信号'

"

'

)

"

有效特征值与频率内在规律

)*$

"

有效特征值与信号特征的关系

""

有效特征值就是非零特征值'非零特征值和信

号中的频率数量有重要联系'为了说明这一联系"

首先构造不同幅值!频率和相位的无量纲信号"即
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以采样频率为
&%$#IU

采集
#%J=

点"对
(

%

.

&

信号构造
I,+A4-

矩阵'构造矩阵行数为
%

"列数

为
'

"采用
FG<

分解算法进行信号分解与重构'文

献)

&"

*研究了构造
I,+A4-

矩阵对信号处理的影

响"指出当信号长度
!

为偶数时"矩阵的行列分别

为
%P!

$

$

"

'P!

$

$T&

(当
!

为奇数时"

%P

%

!T

&

&$

$

"

'P

%

!T&

&$

$

'故可得
%P$%#"

"

'P$%#J

'

首先"探讨当
,P&

"

/

$

P&

时的情况'构造
!

个

信号"各个信号的主成分特征值分布如图
&

所示"特

征值个数
1

的取值范围为)

&

"

$%#"

*"本例仅显示前

>%

个特征值的分布情况'

当
,P&

时"构造的每个信号中仅含有一个频率

成分"幅值
/

$

相同"频率
0$

和相位
#

$

不同'由图
&

可看出"每个信号产生两个非零的特征值
!

&

与
!

$

一前一后紧密排列"尽管信号不同"但各个信号的非

零特征值却是相等的'

其次"探讨当
,P$

"

/

$

分别取
&

和
%2"

时的情

况'各信号的第
&

个频率成分的幅值均为
&

"第
$

个频率的幅值均为
%2"

"在这种情况下得到这
!

个

信号的主成分特征值分布如图
$

所示'可以看出"

>!""

第
#

期 李
"

振"等#基于主成分分析的特征频率提取算法及应用



图
&

"

含有
&

种频率成分的协方差矩阵
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图
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$

种频率成分的协方差矩阵
!
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每个信号
(

$

%

.

&产生两组非零的特征值"每组特征值

包含两个特征值
!

$

与
!

$T&

"一前一后紧密排列'每

个信号产生
#

个非零特征值"尽管信号不同"但各个

信号的非零特征值却依次对应相等'

对比图
$

与图
&

发现"两幅图中第
&

组特征值

的大小完全相同"因为图
$

是在图
&

的基础上增加

了一个幅值为
%2"

的频率成分"故可以确定图
$

中

的第
&

组非零特征值
!

&

与
!

$

是由幅值
/

&

为
&

的

频率成分产生的"而图
$

中的第
$

组非零特征值是

由幅值
/

$

为
%2"

的频率成分产生的'

最后"当
,P!

"

/

$

取
&

"

%2"

和
%2=

时"构造
!

个信号'每个信号含有
!

个频率成分"各信号的第

&

个频率幅值均为
&

!第
$

个频率的幅值均为
%2"

!

第
!

个频率的幅值均为
%2=

'在这种情况下得到各

信号的特征值分布如图
!

所示'

图
!

"

含有
!

种频率成分的协方差矩阵
!

的特征值分布
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从图
!

可以看出"每个信号
(

$

%

.

&均产生
!

组非

零的特征值"每组特征值包含两个临近的特征值
!

$

与
!

$T&

'每个信号产生的
!

组特征值大小与另外两

个信号产生的特征值的大小对应相等'

对比图
!

与图
$

!图
&

可以发现"第
&

组特征值

的大小完全相同'由图
&

可知"图
!

中的第
&

组非

零的特征值
!

&

与
!

$

是由幅值
/

&

取
&

的频率成分

产生的'对比图
$

与图
!

可以发现"两图中的第
$

组特征值大小完全相同'因此"图
!

中第
$

组非零

特征值
!

!

与
!

#

是由幅值为
%2"

的频率成分产生

的'最后"可得图
!

中的第
!

组频率成分
!

>

与
!

=

是

由幅值为
%2=

的频率成分产生的'

若继续增加信号的有效频率成分"可得到同样
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振
"
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结果'因此可得出以下结论#信号
(

%

.

&在
I,+A4-

矩阵的构造模式下
"P60+

%

%

"

'

&"其中#

%

为行数(

'

为列数(

,

为信号
(

%

.

&中的有效频率个数'

在满足采样定理的条件下"如果
"

.

$,

"则有#

,:

信号中的每个频率成分产生两个非零的特征值"一

前一后紧密排列(

1:

信号有效特征值的个数仅与频

率个数相关"与幅值
/

$

!频率
0$

和相位
#

$

的大小均

无关(

@:

信号非零特征值在协方差矩阵
!

的特征值

分布图中的排列顺序由信号频率的幅值
/

$

决定"某

一频率的幅值越大"产生的两个特征值就越大"排列

越靠前'

证明#设某一信号为
(

%

.

&

P350+

%

$

.T

#

&"将信

号构造一个
%Q'

的
I,+A4-

矩阵
#

"且矩阵
#

可表

示为
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"其中"
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(
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&'由
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定义可知"矩阵
#

的协方差矩阵
!
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根据式%
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&"右乘
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并求和"得到
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由于一个频率产生两个有效特征值"即
"P$

"

得到

!&

%

#!

&

!

&

!

H

&

)!

$

!

$

!

H

$

%

&>

&

""

则
!

的能量为

""

!

$

#!

$

&

#

%

$

#

&

"

$

$&

#

%

$

#

&

"

$

$&

)!

$

$

#

%

$

#

&

"

$

$$

#

%

$

#

&

"

$

$$

)

$

!

&

!

$

#

%

$

#

&

"

$&

"

$$

#

%

$

#

&

"

$&

"

$$

%

&=

&

根据式%

#

&"式%

&=

&可转换为

!

$

#!

$

&

)!

$

$

%

&C

&

""

将信号
(

%

.

&构造
I,+A4-

矩阵后代入式%

&!

&"

得到协方差矩阵
!

的能量与
3

$ 成正比"

3

$ 越大"

矩阵
!

的能量就越大"根据式%

&C

&可知
!

$

也越大'

因此"某频率成分的幅值越大"其对应的特征值就

越大'

可见"如果确定了原始信号幅值谱中某一指定

频率成分幅值的排序"便可以根据特征值分布重构

出对应的频率成分"从而实现单个或多个特征频率

的提取'例如在幅值谱中"某一频率的幅值大小排

序为
,

"那么选择协方差矩阵特征值分布图中的第

$,S&

与第
$,

个特征值对应的特征向量进行信号

重构"便可提取出此频率成分'

)*%

"

基于
&'(

的特征频率提取算法

根据频率与非零特征值的关系"提出一种基于

FG<

分离特征频率的方法"步骤如下#

&

&对于一个确定的信号
(

%

.

&"通过
VVH

滤出

原始信号的直流分量"利用消除直流分量的信号构

造
I,+A4-

矩阵
#

(

$

&求矩阵
#

的协方差矩阵
!

"并求其特征值

!

$

"按从大到小排列为
!

&

"

!

$

"+"

!

%

"求得对应特征

向量为
!

&

"

!

$

"+"

!

%

(

!

&根据特征值的
!

$

分布"选择与某一具体频率

对应的两个特征值及相应的特征向量进行重构'若

某一频率在原始信号幅值谱中的幅值大小排序为

,

"则选择协方差矩阵特征值分布图中的第
$,4&

与

第
$,

个特征值对应的特征向量进行信号重构"得到

一个新的矩阵(

#

&将重构后的矩阵叠加原矩阵的均值获得矩

阵'

#

(

>

&从矩阵'

#

中采用平均法重构信号'

"

"该信号

就是需要提取的特征频率分量'

在式%

C

&中"

!

$

P

%

"

$&

"

"

$$

"+"

"

$%

&

H 为
#

协方差

矩阵中的第
$

个特征值对应的特征向量"则
!

&

!

H

&

#

和
!

$

!

H

$

#

对应幅值最大的频率成分"

!

!

!

H

!

#

和

!

#

!

H

#

#

对应幅值第二大的频率成分"后面依次类

推'式%

"

&表明"在本研究算法中"原始信号与被

提取的各分量信号之间为一种加减法的关系"对

一个特定分量信号的提取等同于采用减法运算将

这一分量信号从原始信号中分离出来"这种减法

运算不会影响被提取分量信号的相位"这就决定

了
FG<

算法是一种零相移频率提取算法'这种特

性有别于一般由卷积运算实现的滤波器"如果滤

波器无线性相位的特性"则其提取出来的分量信

号会出现相位失真的现象'

FG<

算法的这种简单

的加减法运算特性"决定了
FG<

算法不存在相位

失真的问题'

)*)

"

频率提取实例

通过一实例来验证本研究算法的正确性"构造

含噪信号为

5

P50+

%

#%

!

.T$%

&

T%2>50+

%

&%%

!

.T#%

&

T

%2C50+

%

J"

!

.T>%

&

T%2"50+

%

&=%

!

.T=%

&

T6

%

'

&

%

&"

&

其中#

6

%

'

&是标准差为
&2$

的高斯白噪声'

对此信号以采样频率
&%$#IU

采集
#%J=

个

数据点"结果如图
#

所示'利用本研究方法分离

这
#

个频率"原始信号的特征值分布如图
>

所示'

除含有
#

组比较大特征值外"由于噪声
6

%

'

&的存

在"

5

的大部分特征值都是非零的特征值"噪声信

号幅值相对较小"产生的特征值分布在有效特征

值之后'
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图
#

"

原始信号时域图和幅值谱

V0

9

:#

"

H064

B

X(6,0+,+X,6

D

-02)X45

D

4@2*)6(.*,Z50

9

+,-

图
>

"

信号
5

的协方差矩阵
!

的特征值分布

V0

9

:>

"

W0

9

4+R,-)45X052*01)20(+(.2N4@(R,*0,+@46,2*0Y

!(.

5

""

将图
>

中的第
&

组特征值
!

&

与
!

$

进行重构"结

果如图
=

%

,

&所示'可见"重构信号的频率为
$%IU

"

幅值为
%2JCC

"这与原始信号中的
50+

%

#%

!

.T$%

&频

率成分一致'

利用第
$

组特征值
!

!

与
!

#

进行重构"得到信

号的时域图和幅值谱如图
=

%

1

&所示'可见"重构信

号的频率为
"%IU

"幅值为
%2C"=

"与理想信号的相

位完全重合'这说明恢复的信号与原始信号
%2"50+

%

&=%

!

.T=%

&频率成分一致'

采用第
!

组特征值
!

>

与
!

=

重构得到的结果如

图
=

%

@

&所示'其其频率为
#JIU

"幅值为
%2=""

"这

与原始信号中
%2C50+

%

J"

!

.T>%

&频率成分一致'利

用最后一组特征值重构得到信号的时域图和幅值谱

如图
=

%

X

&所示'其频率为
>%IU

"幅值为
%:#=!

"这

与原始信号中
%:>50+

%

&%%

!

.T#%

&频率成分一致'

可见"本研究算法可准确地将原信号中待提取

的各个频率成分分离出来"且得到的频率分量和理

想的频率成分非常吻合"没有相位失真"这也表明

FG<

算法是一种零相移频率提取算法'另外"分离

出来的各频率分量的幅值非常接近理想成分的幅

值"二者相差极小"这种幅值误差可以忽略"不会对

实际应用造成影响'

上述结果也证实了原始信号中频率的幅值大小

决定特征值在其分布图中的排列顺序'原始信号中

某一频率的幅值越大"其特征值在分布图中的排

列顺序也就越靠前"且特征值成对出现'同时"对于

图
=

"

重构信号的幅值谱

V0

9

:=

"
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[
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#J

和
>%IU

这两个相差仅仅
&IU

的频率分量"本

算法也能近乎完美地将二者分离开"这是一般带通

滤波器难以实现的'

+

"

轴心轨迹提纯

在旋转机械设备中"通常不同形状的轴心轨迹

反映不同的故障类型"可根据轴心轨迹形状判断系

统对应的故障类型'例如#正常情况下"轴心轨迹通

常为长短轴相差不大的椭圆(规则或不规则的花瓣

状轴心轨迹通常是由动静件碰磨的故障引起的(内

-

"

.字形的轴心轨迹可反映出油膜涡动的故障(外

-

"

.字或香蕉形的轴心轨迹一般对应的是不对中故

障)

&#B&C

"

&J

*等'

虽然轴心轨迹的形状是判断设备故障的重要依

据"但大型旋转机械运行时工况复杂"其主轴位移信

号受电磁干扰或噪声干扰严重"从未提纯的轴心轨

迹中难以得到任何有效信息'对于如何提纯轴心轨

迹"目前使用较多的方法有小波变换!小波包!谐波

小波以及经验模态分解等'这里利用本研究算法提

纯轴心轨迹"并与现有方法进行对比'

+*$

"

试验设备

轴心轨迹的试验数据来自实验室自主研制的大

型转子振动测试试验台"如图
C

所示'其中#

<

端为

近电机端(

L

端为远电机端'

图
C

"

大型转子振动测试试验台

V0

9

:C

"

\,*

9

4*(2(*R01*,20(+245214X

为实时监测转子的工作情况"在试验台转子
<

$

L

两侧的轴颈处"以相互垂直的方式安装两个
K,

B

6,+K8$!%=B&O

电涡流位移传感器"如图
"

所示'

采用
\3OH452:\,1

进行数据采集'

+*%

"

轴心轨迹特征的提取

笔者仅对
<

端面处的
7

&&

与
7

&$

号电涡流位移

传感器采集的数据进行分析'其中#试验台转速为

&%"%*

$

60+

"采样频率为
$%#"IU

"采样点为
#%J=

点"得到的时域信号和幅值谱如图
J

和图
&%

所示'

图
"

"

电涡流位移传感器安装示意图

V0

9

:"

"

]+52,--,20(+(.4XX

E

@)**4+2X05

D

-,@464+254+5(*

图
J

"

信号的时域波形

V0

9

:J

"

H064

B

X(6,0+X0,

9

*,6

图
&%

"

7

&&

和
7

&$

信号的幅值谱

V0

9

:&%

"

V*4

[
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D
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,+X7

&$
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利用图
J

中的两个位移信号合成的轴心轨迹如

图
&&

所示'其中#信号
7

&&

作为
(

轴(

7

&$

信号作为

5

轴'在未作任何处理的情况下"根本无法看出轴

心轨迹的形状'现采用笔者提出的
FG<

算法对轴

心轨迹进行提纯'

图
&&

"

<

端面
7

&&

与
7

&$

原始轴心轨迹

V0

9

:&&

"

<Y05(*102(.<B4+X.,@4

一般说来"利用基频和二倍频合成的轴心轨迹

比较可靠"高次谐波会使轴心轨迹变得复杂"甚至变

得凌乱"故提取原始信号中的基频与二倍频进行轴

心轨迹的合成'信号
7

&&

与
7

&$

的协方差矩阵特征

值分布如图
&$

所示'采用
FG<

分离特征频率的方

法"根据图
&%

中
7

&&

与
7

&$

各个频率幅值的排序"可

知基频对应第
$

组特征值%第
!

"

#

个特征值&"二倍

频对应第
&

组特征值%第
&

"

$

个特征值&'为了提取

基频和二倍频"利用图
&$

中两个特征值序列中的前

#

个特征值进行重构"可提取出信号
7

&&

与
7

&$

中的

基频和二倍频"其频域结果如图
&!

所示'可见"

FG<

算法的频率提取效果非常好"不仅滤掉了噪声

干扰"还滤除了工频
>%IU

及其他分量的干扰'提

取的频率幅值与原始信号的基频和二倍频幅值十分

接近"说明频谱泄漏可忽略不计'

利用
FG<

提取到的基频和二倍频信号合成的

轴心轨迹如
&#

所示'采用
FG<

滤波后合成的轴心

轨迹为明显的外
"

字状"说明近电机端%

<

端&存在

不对中现象'可见"

FG<

算法在轴心轨迹的提纯上

有十分理想的效果'

+*)

"

与现有轴心轨迹提纯方法的对比

谐波小波算法为一种改进小波算法)

&#B&>

"

$%

*

"是

旋转试验台常用的信号处理方法之一"能够对整个

频带进行无限细分"规避了二进小波隔二抽一采样

图
&$

"

7

&&

与
7

&$

信号的协方差矩阵的特征值分布

V0

9

:&$

"

W0

9

4+R,-)45X052*01)20(+(.7

&&

,+X7

&$

50

9

+,-

图
&!

"

7

&&

与
7

&$

信号采用
FG<

算法提取前的两倍频域

V0

9

:&!

"

WY2*,@20+

9

2N42064,+X.*4

[

)4+@

E

5

D

4@2*)65(.

2N4.0*522Z(.*4

[

)4+@045(.7

&&

,+X7

&$

的不足"在旋转试验台轴心轨迹的提纯上"可以方便

地提取基频及其倍频信号'

采用谐波小波算法对本例的轴心轨迹进行提

纯"如图
&>

所示'与图
&#

的轴心轨迹相比"

FG<

算法提纯的轨迹更清晰"轨迹更紧凑"

"

字更明显"

而图
&>

中看不出
"

字的小头'

除了谐波小波外"小波包也常用来提纯轴心轨

迹'对于本例的轴心轨迹"

8,)14@N045

小波包的提

纯结果如图
&=

所示'可见"这种轴心轨迹比谐波小

波的结果更差"很难看出轴心轨迹形状'
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图
&#

"

采用前
$

倍频合成的轴心轨迹

V0

9

:&#

"

<Y05(*102(.2N4.0*522Z(.*4
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图
&>

"

谐波小波提取前
$

倍频合成的轴向轨迹
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图
&=

"

小波包提取前
$

倍频合成的轴向轨迹

V0

9

:&=

"

<Y05(*102(.2N4.0*522Z(.*4
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E

5

E

+2N4545

1

E

Z,R4-42

D

,@A42

,

"

结
"

论

&

&在
I,+A4-

矩阵方式下"信号中每个有效的

频率成分最多只产生两个非零的特征值"一前一后

的紧密排列(信号有效的个数与信号的频率个数相

关"与
0$

"

/

$

和
#

$

的取值无关(信号有效特征值在

其分布图中的排列顺序仅与信号频率对应的幅值

/

$

相关"与
0$

和
#

$

的取值无关"对应频率的幅值越

大"所产生的特征值也越大"排列也就越靠前'

$

&基于信号中每个频率产生两个有效的特征

值和频率对应的幅值大小决定特征值的排列顺序这

些特性"提出了采用
FG<

算法提取指定的特征频谱

%单个频率&"或消除指定特征频率的方法"指出即使

两个频率相差
&IU

也能够不受影响地提取出特征

频率'

!

&将
FG<

算法应用到轴心轨迹的提纯上"并

与谐波小波和小波包的提纯结果进行对比"证明了

本算法在轴心轨迹提纯上的优越性'
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