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基于变矩阵结构奇异值分解的信号分解算法
!

赵学智!

"

叶邦彦!

"

陈统坚
%华南理工大学机械与汽车工程学院

"

广州"
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摘要
"

矩阵结构对奇异值分解的信号处理效果有重要影响"改变传统算法中矩阵结构固定的思想"提出在奇异值

分解中采用变化的矩阵结构"每分解一次"矩阵结构就改变一次"以适应信号中不同的周期性分量'每次的分解都

将上一层的信号分解为主!副两个分量"提取副分量"而对主分量再次进行变矩阵结构的奇异值分解"如此反复进

行"最终将原始信号分解为一系列主!副分量'信号处理实例表明"这一方法具有良好的信号分离效果"能够实现

信号中不同周期性分量的有效分离'

关键词
"

矩阵结构(奇异值分解(信号分解(周期性分量

中图分类号
"

BC&&!

(

B;D&&:E

引
"

言

近年来"奇异值分解%

50+
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(

A

5020(+

"简称
I/8

&在信号处理领域得到了广泛应

用"如对轴承振动信号)

&

*

!水轮机振动信号)

$

*

!弹体

侵彻过载信号)

!

*

!语音信号)

=

*以及心电信号)

>A#

*等不

同性质信号"

I/8

都有着重要的应用'将
I/8

应

用于信号处理的关键在于利用信号构造合适的矩

阵"一般有两种矩阵形式"一种是
C,+@4-

矩阵)

&A=

*

"

采用这种矩阵的优点是能够消去原始信号中的噪

声"这一特点使得这种矩阵在不同性质的信号中应

用广泛(另一种矩阵则是将信号按等长度连续均分

成多段"利用各段信号排列成矩阵"可称之为连续截

断信号矩阵构造法"这种矩阵在特征提取和故障诊

断中也有很重要的应用"如对心电信号)

>A#

*

!电机振

动信号)

E

*

!铣削力信号)

"

*及结构损伤信号)

D

*的特征

提取中"都是采用这种矩阵'笔者主要对这种矩阵

进行研究'

在
I/8

中"即使对于同一个矩阵"矩阵结构不

同"

I/8

的信号处理效果也有较大区别)

&%

*

'对于

连续截断信号构造的矩阵"

J,+

?

0-,-

等)

>A#

*提出了一

种奇异值比%

50+

9

)-,*F,-)4*,20(

"简称
I/K

&谱法

来确定矩阵的结构"

I/K

谱定义为第
&

个和第
$

个

奇异值之比
!

&

$

!

$

随着矩阵列数
!

取值的不同而变

化的谱'若在
I/K

谱上存在明显的峰值"则说明信

号中存在周期分量"此时根据最大谱峰对应的行
"

和列
!

来确定矩阵结构'这一方法实际上是一种穷

举法"即将列数
!

从小到大取遍所有的可能值"针对

每一个
!

分别构造矩阵并进行奇异值分解"然后计

算这些不同的
!

所对应的
I/K

值"其最大的
I/K

对应的
!

即为所求"但是当原信号存在多个周期性

分量时信号分离效果并不好'

与
J,+

?

0-,-

等的方法不同"考虑到矩阵结构对

I/8

信号处理效果的重要性"笔者摒弃传统的矩阵

结构一成不变的思想"提出在
I/8

中采用变化的矩

阵结构"以适应信号中不同的周期性分量'由此提

出了一种变矩阵结构
I/8

算法'此算法引入了递

推分解的思想"在递推分解过程中逐次改变矩阵的

结构"以适应原信号中不同的周期性分量"从而将其

分离出来'论述了此算法的原理"并提供了对模拟

的信号和实际的转子振动信号的处理实例'结果表

明"这种变矩阵结构
I/8

算法对不同的周期性分量

具有很好的分离效果'

$
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变矩阵结构
%&'

算法
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的定义是#对于一个实矩阵
!
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"必

定存在正交矩阵
#
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"

"L"和正交矩阵
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决于
"

$

!

还是
"

%

!

(
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为零矩阵(
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&"且有
!
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&!

$
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&!

$

%

%

"它们为矩阵
!

的奇异值'

对于一个数字信号序列
&M

)

%

%
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&"

%

%

$

&"+"

%

%

&

&*"取两个正整数
"

和
!

"对此序列按每次
!

个

点连续等长度截取
"

段"以这
"

段构造矩阵
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这就是连续截断信号矩阵构造法)

>'D

*

'

对于式%

$

&所示的矩阵"在满足
"

&

$

"

!

&

$

和

&M"!

的条件下"当数据长度
&

较大时"

"

和
!

的取法很多"这些不同的
"

和
!

对
I/8

的信号处

理效果有着不同的影响)

&%

*

"因此如何选择
"

和
!

是一个非常重要的问题'设矩阵大小为
"L!

"则

对此矩阵进行
I/8

后"得到的奇异值个数为
$

M

60+

%

"

"

!

&"由于每一个奇异值可对应一个分量信

号"因此得到的分量信号个数也为
$

"即分量信号

的数量由矩阵结构决定'为了在变矩阵结构过程

中获得稳定数量的分量信号"笔者提出的变矩阵

结构思想为#矩阵行数不变"取
"M$

"这是能够构

成一个矩阵的最小行数"但是列数
!

逐渐变化"且

满足
!

&

$

"这样每次分解得到的分量信号个数为

$

M60+

%

"

"

!

&

M60+

%

$

"

!

&

M$

"即总是只有两个分

量信号'在此基础上"提出如下的变矩阵结构

I/8

信号分解算法'

设有数字信号序列
&M

)

%

%

&

&"

%

%

$

&"+"

%

%

&

&*"首先利用它进行第
&

次矩阵构造"此时分解

次数
(

M&

"取行
"M$

!列
!M&

$

$

"利用该序列构造

矩阵如下
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&

"对此矩阵进行
I/8

"即有

!
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其中#
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"

'

&

"

$

*

#

"

$L$

"而
'

&

"

&

"

'

&

"

$

分别为
$L

&

的列向量(

%

&

M

)
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(
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"
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(
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%

&

$

$

&
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&

$

$

&

"而
(

&

"

&

"

(

&

"

$
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(

&

"

&

$

$

分别为%

&

$

$

&

L&

的列向量'

在上面的表达式中"第
&

个下标表示分解次

数"第
$

个下标表示变量的顺序号'通过分解后

只能得到两个奇异值
!

&

"

&

和
!

&

"

$

"因奇异值是降序

排列的"有
!

&

"

&

&!

&

"

$

(而对于周期性信号"其构造

的矩阵的两行存在较大的相关性"此时有
!

&

"

&

+

!

&

"

$

'利用每一个奇异值分别进行
I/8

重构"得到

两个子矩阵
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其中#

!
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"它对应大奇异值
!

&

"

&

(

!

&

"

$

#

*

$L

%

&

$

$

&

"它对应小奇异值'

因
'

&

"

&

和
'

&

"

$

是单位正交的列向量"

(

&

"

&

和
(

&

"

$

也

是单位正交的列向量"因此式%

>

&中两个矩阵的能量

均由其对应的奇异值决定'由于
!

&

"

&

+!

&

"

$

"因此矩

阵
!

&

"

&

对原矩阵
!

&

的贡献远比
!

&

"

$

大'

从每一个子矩阵可以获得一个分量信号'根

据原始矩阵
!

&

的构造特点"只要将子矩阵
!

&

"

&

的

两行首尾相接"就可以得到一个分量信号(同理将

矩阵
!

&

"

$

的两行首尾相接"也可以得到一个分量信

号'因
!

&

"

&

占原矩阵
!

&

的能量比例远比
!

&

"

$

大"

因此将从
!

&

"

&

恢复出来的信号称为主分量"用
)

&

表示"它占原信号的能量比例较大'将从
!

&

"

$

恢复

出来的信号称为副分量"用
*

&

表示"它占原信号的

能量比例较小"

)

&

和
*

&

的长度均为
&

'

)

&

和
*

&

分别代表了原始信号
&

的不同组成部分"根据
)

&

和
*

&

占原信号能量比例的差异"可以将对原信号

贡献较小的副分量先分离出来"而对原信号贡献

较大的主分量则再次利用
I/8

进行分解"但在下

次分解中"矩阵结构按照一定规律变化'如此反

复进行"当分解次数足够多时"就可实现信号中不

同分量的分离'

主分量
)

&

是从矩阵
!

&

"

&

恢复出来的"由式%

>

&

可见"

!

&

"

&

#

"

$L

%

&

$

$

&

"且
!

&

"

&

的两行均仅由向量
(

&

"

&

重构而得到"因此这两行具有与
(

&

"

&

相同的频率成

分"故可只取其中一行继续分解'设此矩阵的第
&

行用
&

&

+

M

)

%

&

+

%

&

&"

%

&

+

%

$

&"+"

%

&

+

%

&

$

$

&*表示"其

长度为
&

$

$

"利用这一行继续构造矩阵进行
I/8

分解"这是第
$

次矩阵构造'此时分解次数
(

M$

"

仍然取行数
"M$

"但是列数变为
!M&

$

=

"则得第
$

个待分解的矩阵为

!

$

M

%

&

+

%
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%
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%
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%

&
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'
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)

*

&

%
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其中#

!

$

#

*
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%

&

$
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&

'

与第
&

次分解的矩阵
!

&

相比"第
$

次分解的矩

阵结构已经发生了变化"列数减少了一半'按照同

样的原理对
!

$

再次进行
I/8

处理"又可得到主!副

两个子矩阵"其大小与
!

$

相同"也是
$L

%

&

$

=

&'
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第
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分别将这两个子矩阵的两行首尾相接"可以得到第

$

次分解时的主分量
)

$

和副分量
*

$

"其长度均为

&

$

$

"相对于第
&

次分解结果的长度减少了一半'

这一特点与内积型小波分解结果相似"在内积型小

波分解过程中"每分解一次"分解结果的长度也将减

少一半)

&&

*

'按照同样的思想"保留副分量
*

$

"而对

主分量
)

$

继续构造矩阵进行
I/8

分解"矩阵行数

仍然取
"M$

"但列数变为
&

$

"

"+'这样依次下

去"每次构造的矩阵的行数总是取
"M$

"而列数则

逐次减半"一直到第
(

次
I/8

分解时"此时构造的

矩阵行数为
"M$

"而列数为
!M&

$

$

(

"矩阵可表

示为
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(
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&

对此矩阵进行
I/8

后得到两个奇异值
!

(

"

&

和

!

(

"

$

"利用每个奇异值进行重构"得到两个子矩阵为

!

(

"

&

#

'

(

"

&

!

(

"

&

(

B

(

"

&

!

(

"

$

#

'

(

"

$

!

(

"

$

(

B

(

"

,

-

.

$

%

"

&

其中#

!
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"

&

"

!

(

"

$

均为
$L&

$

$

(的矩阵'

分别将这两个矩阵的两行首尾相接"可分别得

到第
(

次分解时的主分量
)

(

和副分量
*

(

"其长度均

为
&

$

$

(

O&

'

从上述过程可见"每分解一次"矩阵列数就减少

一半"即在分解过程中矩阵结构是变化的"因此将这

种分解称为变矩阵结构奇异值分解"其信号分解结

构如图
&

所示'设最大分解层数为
,

"则-

*

(

.

,

(

M&

/

)

,

构成了这一算法的分解结果"其中第
(

次分离出

的分量信号的长度为
&

$

$

(

O&

"其长度逐次减少一

半"这种特性与内积型小波分解的结果类似)

&&

*

'在

这一算法中"虽然矩阵列数是变化的"但是行数始终

为
$

"因此可以获得稳定的分量信号个数"同时这样

的矩阵行数使得
I/8

的计算量少'利用
C()54

A

P(-G4*

变换将矩阵化为双对角线矩阵后"再利用带

隐式位移的
QK

算法"一般只需迭代
&

次就可实现

矩阵的对角化)

&$A&!

*

'

在变矩阵结构奇异值分解的递推分解过程中"

-

*
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(
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所对应的各奇异值分别为
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"
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"因分量信号的能量均由其对应的奇异值平

方决定"因此定义如下参数
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这一参量反映了各-

-

(

.

,

(

M&

分量对原信号的贡

献率大小"而参数

图
&

"

变矩阵结构
I/8

算法的信号分解结构
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6,2*0T

52*)<2)*4I/8,-

9

(*02P6

"

(

#

!

$

,

"

&

!

$

&

"

$

.!

$

$

"

$

.

+

.!

$

,

"

$

.!

$

,

"

&

%

&%

&

则反映了
/

,

分量对原信号的贡献率大小'

)

"

信号分离实例

下面利用变矩阵结构
I/8

算法对一个模拟信

号中的各个频率成分进行分离"此模拟信号包含
=

个频率分量

"

%

%

0

&

M50+

%

>0N

!

$

#

&

N$1!D50+

%

#0N

!

$

>

&

N

!1#"50+

%

$%0N

!

$

&%

&

N=1$&50+

%

=%0N

!

$

"

&

在)

%

"

$

!

*内以
2M$

!

$

$%="

为周期对此信号

采样
$%="

点"得到原始信号如图
$

所示'利用变

矩阵结构
I/8

算法对此信号分解
!

次"得到分解结

果-

*

(

.

!

(

M&

/

)

!

"如图
!

所示'各次分解的主!副奇

异值如表
&

所示'

图
$

"

原始模拟信号

R0

9

:$

"

U*0

9

0+,-506)-,20(+50

9

+,-

表
$

"

各次分解的主!副奇异值

*+,-$

"

./#01#

2

+3+0!451"0!+/

6

4#0

7

83+/9+3854":;<5595/

6

!51"=

2

"4#;#"0

分解次数 主奇异值 副奇异值

(

M& &D=:>D!!>% !&:DD$=&=

(

M$ &$E:%>=>E= >=:&%DE"D

(

M! E%:%"$"&# #&:$>!$E"

"D%&

振
"
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""

由图
!

可见"第
&

层得到的副分量
*

&

是原信号

中的频率成分
50+

%

>0N

!

$

#

&"第
$

层的副分量
*

$

是

原信号中的频率成分
$1!D50+

%

#0N

!

$

>

&"第
!

层的

副分量
*

!

是原信号中的频率成分
!1#"50+

%

$%0N

!

$

&%

&"而第
!

层的主分量
)

!

是原信号中的频率成分

=1$&50+

%

=%0N

!

$

"

&'图中的红色虚线是理想的频

率分量"可见算法将原信号的各频率分量正确地分

离了出来"算法分离结果和理想信号的波形完全吻

合"说明其相位也完全相同"因此算法具有零相移特

性"没有相位偏移'

图
!

"

变矩阵结构
I/8

算法的分离结果

R0

9

:!

"

I4

H

,*,20(+*45)-25(.F,*

S

0+

9

6,2*0T52*)<2)*4I/8

原信号中两分量
50+

%

>0N

!

$

#

&和
$1!D50+

%

#0N

!

$

>

&的频率只相差%

#O>

&$

$

!

M%1&>D$CV

"可见即

使对于频率相差这样微小的两个频率"变矩阵结构

I/8

算法也将它们几乎完美地分离开来"这是一般

的滤波器做不到的'滤波器总是有一个带宽"且存

在过渡带"要分辨两个相差如此微小的频率成分是

很困难的'

根据表
&

的数据"利用式%

D

&!式%

&%

&可计算各

分量信号
*

&

"

*

!

以及
)

!

对原信号的贡献率"如

图
=

所示'将原信号中各频率成分的幅值占全部频

率幅值之和的百分比也绘于图
=

"可见二者的变化

趋势是一样的"这说明各层得到的奇异值反映了各

频率分量的幅值信息'

图
=

"

主!副分量对原信号的贡献率

R0

9

:=

"

W(+2*01)20(+*,20((.

H

*0+<0

H

,-,+G54<(+G,*

S

<(6

H

(+4+252(2P4(*0

9

0+,-50

9

+,-

在研究中发现"并不是对所有的频率成分变矩

阵结构
I/8

算法都能将其分离"只有对具有以下频

率结构的信号"变矩阵结构
I/8

算法才能实现其各

个频率成分的分离

#

&

#

3

&

#

$

#

$3

$

#

!

#

$

$

3

!

"

,

#

4

#

$

4

3

,

-

.

4

%

&&

&

其中#

3

&

"

3

$

"+"

3

4

为任意的奇数"它们可以彼此相

等"也可以彼此完全不相等'

>

"

对转子振动频率的分离

>-$

"

变矩阵结构
%&'

算法的分离结果

""

图
>

为一个转子振动信号"从其幅值谱看"此信

号主要有两个频率"即转频和二倍转频"但二倍转频

的幅值小很多'根据转子振动理论"转频伴随着二

倍转频意味着转子对中不良'现在利用变矩阵结构

I/8

算法来分离这两个频率成分"因原信号只有两

个频率"用该算法对此信号分解一次就可将两个频

率分离开"分解结果如图
#

所示'可见获得的每个

分量都只有一个频率"其中副分量
*

&

得到的是二倍

转频"幅值谱显示其幅值为
%:%DE>&6

$

5

$

"而原始

信号中二倍转频的幅值为
%:%DE>"6

$

5

$

"二者相差

非常微小'主分量
)

&

获取的是转频"对比原信号的

幅值谱可见"算法提取出来的转频幅值和原信号中

的转频幅值完全相同'这种结果表明"变矩阵结构

I/8

对这个转子振动信号取得了相当好的频率分

离效果'

从分离出的时域波形来看"转频分量的幅值很

稳定"这表明转子的转频旋转是很稳定的"但是二倍

转频分量的幅值在负的方向存在微小的波动"这表

DD%&"
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图
>

"

转子振动信号及其幅值谱

R0

9

:>

"

K(2(*F01*,20(+50

9

+,-,+G025,6

H

-02)G45

H

4<2*)6

图
#

"

变矩阵结构
I/8

算法的分解结果

R0

9

:#

"

84<(6

H

(5020(+*45)-25(.F,*

S

0+

9

6,2*0T52*)<2)*4I/8,-

9

(*02P6

明转子在旋转时其对中不良程度在经过传感器正向

的
&"%X

方向时发生了微小的变化"导致了二倍转频

振幅的变化'幅值谱反映的只是某个频率成分的幅

值在采样时间内的平均值"它无法反映幅值随时间

的变化'

>-)

"

%&?

谱方法的分离结果

I/K

谱用于提取周期性分量)

>'#

*

'

I/K

谱定

义为#

!

&

$

!

$

随着列数
!

取值的不同而变化的谱'计

算图
>

所示转子振动信号的
I/K

谱"结果如图
E

所

示'可见存在很多谱峰"根据
I/K

谱理论)

>'#

*

"按

照最大谱峰对应的列数构造矩阵'最大谱峰对应的

列数为
!M#>"

"而原信号的长度为
&M&DE=

"则矩

阵行数为
"M&

$

!M&DE=

$

#>"M!

"因此利用原振

动信号构造
!L#>"

的矩阵"经
I/8

处理后得到
!

个分量信号"结果如图
"

所示'由图
"

可见"第
&

个

分量信号的波形和原始信号的波形非常相似"在此

分量中转频和二倍转频依然同时存在"二者没有分

离开(在第
$

个分量中仍然是转频和二倍转频"但是

与第
&

个分量相比"它们的幅值非常小"同时原信号

中的噪声也被分离到这个分量中(第
!

个分量则比

较复杂"其整个频带上都存在频率成分"这表明此分

量中有较多噪声存在"因为噪声频率是均匀分布在

整个频带上的"但此分量的幅值谱的高频段显示此

分量存在调制现象"说明这是一个有用的信息"表明

I/K

谱方法有自己的特色"但是在频率分离方面则

远不如变矩阵结构
I/8

方法'

图
E

"

转子振动信号的
I/K

谱

R0

9

:E

"

I/K5

H

4<2*)6(.*(2(*F01*,20(+50

9

+,-

除了效果比
I/K

谱方法优良外"与其他信号分

解方法如经验模态分解%

46

H

0*0<,-6(G4G4<(6

H

(

A

5020(+

"简称
Y38

&相比"变矩阵结构
I/8

和
Y38

都可以将原始信号分解为若干个分量信号的组合'

如
Y38

可以将原始信号分解成若干个本征模式分

量%

0+2*0+50<6(G4.)+<20(+

"简称
Z3R

&"每个分量

反映出信号的特有频率信息"但
Y38

的主要问题

是存在模态混叠"即在同一个
Z3R

分量中往往存在

着不同频率成分的信号)

&=

*

"并且
Y38

还存在端点

效应)

&>

*

(而变矩阵结构
I/8

则不存在这样的问题"

%%&&

振
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图
"

"

基于
I/K

谱的分解结果

R0

9

:"

"

84<(6

H

(5020(+*45)-251,54G(+I/K5

H

4<2*)6

其对单个频率的分离效果良好"并且没有端点效应'

在工程应用中"如果原始信号中的噪声较多"则

应先采用消噪方法将噪声消除"然后再利用变矩阵

结构
I/8

来分离信号中的各个频率成分"这样才可

以获得良好的频率分离效果'

@

"

结束语

利用
I/8

进行信号处理的关键在于
I/8

方程

中矩阵的构造"笔者提出了一种变矩阵结构
I/8

信

号分解算法"将递推分解引入到
I/8

中"并在递推

分解过程中逐次改变矩阵的结构"以形成对信号中

不同周期性分量的适应性"达到将其分离出来的目

的'每次的分解都将上一层的信号分解成为主!副

两个分量"保留副分量"而利用主分量再次进行变结

构矩阵构造和
I/8

分解"如此逐次进行"最终将信

号分离为一系列主!副分量的组合'对模拟信号和

转子振动信号的分离实例结果表明"此方法可以有

效地分离信号中的单个周期性分量"且分离的周期

性分量没有相位偏移"信号分离效果优于
I/K

谱

方法'
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