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摘要　将桥梁离散为梁单元，车辆简化为两自由度系统，桥面不平顺引起的车桥耦合振动荷载等效为虚拟激励荷

载，建立移动车辆桥梁耦合随机振动模型，运用虚拟激励法（（ｐｓｅｕｄｏｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，简称ＰＥＭ）并结合模态综

合叠加技术进行求解。将数值迭代结果与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法对比，验证求解算法的正确性。以简支梁桥为例，在频域

内对桥面不平顺引起车桥耦合随机振动的车速因素进行分析。结果表明：桥梁跨中竖向位移均方根值随车速变化

较大，车速对位移和加速度功率谱曲线的１阶频率峰值和带宽影响显著；近支点加速度功率谱曲线的峰值、频率及

带宽随车速变化明显。研究桥面不平顺引起的车桥耦合随机响应，车速对桥梁和车体振动影响不可忽略。

关键词　车桥耦合系统；随机振动；桥面不平顺；车速；虚拟激励法

中图分类号　Ｕ４４３
＋．３；ＴＨ１１３

引　言

影响车桥耦合振动的众多因素中，路面不平顺

激励一直被认为是一个主要因素，国内外许多学者

对这一因素进行了分析。Ｃｈａｔｔｅｒｊｅｅ等
［１］根据１０

个桥面随机不平顺激励样本，计算了冲击系数的均

值和偏差。Ｍｉｃｈａｌｔｓｏｓ
［２］考虑了桥面不平顺激励作

用位置的影响。Ｌｉ等
［３］认为桥面不平顺样本的峰

值位置对冲击系数有很大影响。Ｃａｌｃａｄａ等
［４］分析

了各种因素对桥面板的冲击，认为桥面不平顺是影

响车辆对桥梁冲击效应的最主要因素。上述学者在

研究桥面不平顺对车桥耦合振动影响时，均将桥面

不平顺模拟为一个不平顺激励样本，其分析方法实

为单次确定性响应分析。在研究路面不平顺和车辆

行驶速度对车辆振动影响时，王直民等［５］运用随机

振动理论分析了不平整路面上的车辆随机动载，最

大动载系数和等效动载峰值系数随车速及路面不平

整的增大而增大。王贵春等［６］认为，随着车速增大，

车辆动力响应增加，舒适性变差。行车速度直接导

致车辆作用于路面的动荷载变化。

研究车速对公路桥梁车桥耦合振动响应时，杨

建荣等［７］认为车速是影响桥面板车致振动的重要因

素，但很难找到明确的函数关系用于描述车速对箱

梁桥面板的局部动力放大系数的影响。桥梁跨中的

应力标准差受车速和桥面不平顺等级变化影响较

大，随着车速和桥面不平顺等级的提高而愈加明

显［８］。Ｌｉ等
［９］分析车辆低速行驶时，路面状况较

好，车速对桥梁的冲击影响不明显；路面状况较差，

桥梁的垂直加速度受车速影响波动明显。肖勇刚

等［１０］考虑梁的几何非线性影响，认为桥梁跨中的最

大动挠度并不是随着车辆速度的增大而线性增加，

每座桥梁至少存在一个速度共振点。Ａｎ等
［１１］采用

单次确定性数值方法，分析了车速、路面不平顺、车

辆荷载及车辆间距对桥梁不同指标的影响，但这些

影响因素都是孤立来分析，未考虑多种因素耦合在

一起共同作用。

轨道不平顺引起的车桥耦合系统随机振动响应

受车速影响较大，余志武等［１２１３］采用概率密度演化

法分析车桥耦合随机振动，桥梁挠度均值随车速先

增大后减小，当车速达到３００ｋｍ／ｈ时，振动响应达

到最大值。列车加速度响应受轨道不平顺影响很

大，而车速的变化又引起轨道不平顺激励频率范围

以及各车轮与轨道间作用力的时间域内相位差的变

化［１４］。Ｚｅｎｇ等
［１５］考虑轨道不平顺激励作用，随着

车速的增加，车体竖向和横向的振动加速度缓慢增

加，车体加速度功率谱仅出现一个频率峰值与车体

的竖向和横向固有频率一致。轨道不平顺激励对列

车车桥耦合振动的作用与车速参杂一起作用，桥面

不平顺激励对公路桥梁、车辆行驶速度对车桥耦合

 国家 自 然 科 学 基 金 资 助 项 目 （５１４６８０１８，５１２６８０１３）；江 西 省 自 然 科 学 基 金 资 助 项 目 （２０１８１ＢＡＢ２０６０４１，

２０１８１ＢＡＢ２０６０４３）；江西省教育厅科研资助项目（ＧＪＪ１７０３６５）

收稿日期：２０１６１２３０；修回日期：２０１７０４０５



随机振动都将产生影响。为了研究这两者结合在一

起的振动响应，笔者以两自由度车模型为例，引入虚

拟激励法，将桥面不平顺激励引起的车桥耦合作用

荷载等效为虚拟激励荷载，建立车桥耦合随机振动

模型，分析桥面不平顺激励和车速相互作用所引起

的车桥耦合随机振动响应及频谱特性。

１　车桥耦合系统计算模型

汽车是一个复杂的多自由度“质量刚度阻尼”

振动系统［１６］，分析车桥耦合振动特性，关键在于建

立一个能反映车辆竖向振动特性的动力模型。笔者

着重分析桥面不平顺与车速参杂作用对车桥耦合随

机振动的影响，采用简单的车辆模型更利于分析两

者之间关系。根据研究需要，将作用在桥梁上的车

辆荷载简化成两自由度车模型，车体质量集中到

犿１，悬架弹簧刚度及阻尼等效为犽１ 和犮１，轮轴质量

集中为犿２，车轮刚度及阻尼等效为犽２ 和犮２。假设

简支梁桥静止时为平衡位置，车辆以速度狏行驶，簧

载质量犿１ 的动位移为狕１，轮轴动位移为狕２，车轮始

终与梁体保持接触不脱离，与所在梁位挠度狔（狓，狋）

保持一致，如图１所示。

图１　简支梁桥车桥耦合振动模型（两自由度车模型）

Ｆｉｇ．１　Ａｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍｂｒｉｄｇｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏ

ｔｗｏｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍｓｙｓｔｅｍ

根据达朗贝尔原理，两自由度车模型振动方程

可写成

犿１̈狕１＋犮１狕１－犮１狕２＋犽１狕１－犽１狕２＝０　　 （１）

犿２̈狕２－犮２犱－犮１狕１＋（犮１＋犮２）狕２－犽２犱－

犽１狕１＋（犽１＋犽２）狕２＝０ （２）

　　车轮与桥面接触点处的竖向位移为犱，包括桥

梁竖向位移狔（狓，狋）和桥面高低不平狉（狓）

犱＝犱（狓，狋）＝狔（狓，狋）＋狉（狓） （３）

　　将桥梁进行有限元离散后，并运用模态综合叠

加技术，进行振型分解，有

犐̈狇＋Χ狇＋Ω狇＝－Φ
Ｔ犉犫狏 （４）

其中：犐，犡，Ω 为桥梁结构模态质量、阻尼及刚度矩

阵；Φ为车轮与桥面接触单元的振型向量；狇为桥梁

各节点竖向位移随时间变化广义坐标；犉犫狏为车辆作

用于桥梁的荷载向量。

将式（１）、式（２）与式（４）联立建立车桥耦合振动

方程

　　　

犕犫狏̈狌＋犆犫狏狌＋犓犫狏狌＝犉犵＋犉狑 （５）

犉犵＝
－Φ

Ｔ犖Ｔ（犿１＋犿２）犵｛ ｝０ （狉＋２）×１

犉狑 ＝
Φ
Ｔ犖Ｔ（犽２狉＋犮２狉）｛ ｝０ （狉＋２）×

烅

烄

烆 １

（６）

其中：犕犫狏，犆犫狏，犓犫狏分别为车桥耦合振动模型的广义

质量、阻尼及刚度矩阵；犖为车轮与桥面接触单元的

插值函数；狌为车桥耦合振动模型广义坐标向量，

狌＝狇１，狇２，…，狇狉，狕１，狕｛ ｝２
Ｔ

。

式（６）中荷载包括自重产生的确定性激励荷载

犉犵 和路面不平顺产生的随机激励荷载犉狑。确定性

激励荷载犉犵 引起的车桥耦合振动响应，可由Ｎｅｗ

ｍａｒｋβ法或精细积分法迭代求解；桥面不平顺引起

的随机荷载犉狑，采用虚拟激励法进行求解。

２　车桥耦合虚拟激励荷载模型

由（６）式可知，桥面不平顺产生的随机荷载犉狑

包括桥面不平顺的位移项狉（狋）和速度项狉（狋），桥面

不平顺激励引起的荷载改写成

犉狑（狋）＝犜０狉（狋）＋犜１（狋）狉（狋）＝∑
１

犻＝０

犜犻（狋）犚犻（狋） （７）

其中：犜０＝

Φ
Ｔ犖Ｔ犽２

０

犽

烅

烄

烆

烍

烌

烎２ （狉＋２）×１

；犜１＝

Φ
Ｔ犖Ｔ犮２

０

犮２狏
烅

烄

烆

烍

烌

烎狉 （狉＋２）×１

；

犚０（狋）＝狉（狋）；犚１（狋）＝狉（狋）。

根据文献［１７］，构造虚拟激励荷载

槇
犉狑（ω，狋）＝（犜０（狋）＋ｉω犜１（狋）） 犛狉狉（ω槡 ）ｅｉω狋 （８）

其中：犛狉狉（ω）为频域下路面不平顺功率谱密度。

笔者以ＧＢ／Ｔ７０３１２００５
［１８］建议路面功率谱表

达式来研究桥面不平顺引起车桥耦合随机振动响应

犌狇（狀）＝犌狇（狀０）狀／狀０
－狑 （９）

其中：狀０＝０．１／ｍ，为空间参考频率；犌狇（狀０）为空间

频率为狀０ 时路面功率谱密度；狑 为频率指数，取

狑＝２；狀为空间频率。

当车辆以速度狏行驶，根据时间频率犳与空间

频率狀的关系犳＝狏狀，将空间频域内的路面位移谱

密度犌狇（狀）转换为时间频域内的路面位移谱密度

犌狇（犳），有

犌狇（犳）＝犌狇（狀０）狀
２
０狏／犳

２ （１０）

　　根据时间频率犳与圆频率ω的关系ω＝犳／２π，

时间频域内功率谱密度函数可转化成圆频域内功率
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谱密度函数，即式（８）中路面不平顺功率谱密度可以

写成

犛狉狉（ω）＝２π犌狇（狀０）狀
２
０狏／ω

２ （１１）

　　式（８）虚拟激励荷载作用下车桥耦合振动虚拟

响应为

槇
狌
犻狉
（ω，狋）＝犐（ω，狋） 犛狉狉（ω槡 ） （１２）

其中：犐（ω，狋）＝∫
狋
０犎（狋－τ，τ）（犜０（τ）＋ｉω犜１（τ））·

ｅｉωτｄτ，犎（狋－τ，τ）为脉冲响应矩阵。

式（１２）求虚拟响应功率谱密度为

犛狌犻狉狌犻狉（ω，狋）＝
槇
狌犻狉（ω，狋）

槇
狌Ｔ犻狉（ω，狋） （１３）

其中：槇狌犻狉（ω，狋）为虚拟响应的共轭矩阵；
槇
狌Ｔ犻狉（ω，狋）为

虚拟响应的转置矩阵。

由位移功率谱密度与加速度功率谱密度的转换

关系可得车桥耦合系统加速度功率谱密度矩阵为

犛̈狌犻狉狌̈犻狉（ω，狋）＝（ω）
４［犛狌犻狉狌犻狉（ω）］ （１４）

３　算例分析

以一辆３２ｔ载重汽车为例，车辆以不同速度行

驶在简支梁桥上。简支梁桥结构动力特性参数为：

犔＝３０ｍ；ρ＝２６００ｋｇ／ｍ
３；犃＝１．０６２２ｍ２；犐＝

０．５０９２ｍ４；犈＝３．５×１０１０ Ｎ／ｍ２。车辆参数取：

犿１＝３２０２５ｋｇ；犿２＝２３８２ｋｇ；犽１＝１．９×１０
５Ｎ／ｍ；

犮１＝５×１０
３（Ｎ·ｓ）／ｍ；犽２＝１．２１×１０

６ Ｎ／ｍ；犮２＝

３×１０３（Ｎ·ｓ）／ｍ。分析时，采用Ｂｅａｍ４梁单元建

立桥梁结构有限元模型，提取前１０阶自振频率及振

型进行分析。桥面不平顺取 ＧＢ７０３１２０１５谱Ｂ级

路面，路面功率谱不平度系数取６４ｍｍ２／ｍ。

３．１　算法验证

运用虚拟激励法结合精细积分算法（ｐｒｅｃｉｓｅｉｎ

ｔｅｒｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，简称ＰＩＭ）和 Ｎｅｗｍａｒｋβ积分

格式，计算Ｂ级路面简支梁桥跨中位移均方根响应

曲线。从图２中可以看出，ＰＩＭ和Ｎｅｗｍａｒｋβ积分

格式计算跨中位移均方根曲线形状完全相同，在达

到最大响应时，Ｎｅｗｍａｒｋβ积分格式计算结果较

ＰＩＭ落后一个积分步长，这与ＰＩＭ 和 Ｎｅｗｍａｒｋβ
算法编程相关。图３给出了 ＰＥＭ 法与 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ法（运用三角级数叠加法和快速傅里叶逆变

换法模拟路面不平顺激励样本，计算单次确定性响

应，然后进行统计分析；运用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法数值模

拟时，路面不平顺样本曲线随机生成，车辆与桥梁动

力特性参数与虚拟激励法相同）计算跨中位移均方

根响应曲线。车辆驶入桥梁前半桥跨，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

法计算次数对跨中位移均方根影响不大，车辆驶过

跨中，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法计算次数越少，跨中位移均方

根统计结果与ＰＥＭ偏移越大，但围绕着ＰＥＭ 法上

下波动；随着 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法计算次数增加，Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ法计算结果逐渐逼近ＰＥＭ 计算值，Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ法统计次数达４０００次时，ＰＥＭ 法与 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ法结果基本吻合。ＰＥＭ 能准确、快速计算车

桥耦合随机振动响应，体现桥面不平顺激励随机样

本对车桥耦合振动响应的统计结果。

图２　跨中位移均方根值ＰＥＭＰＩＭ法与ＰＥＭＮＥＷ 法

对比

Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅＲＭＳｃｕｒｖｅｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ａｔｂｒｉｄｇｅｍｉｄｐｏｉｎｔｂｅｔｗｅｅｎＰＥＭＰＩＭａｎｄＰＥＭ

ＮＥＷ

图３　跨中位移均方根ＰＥＭＮＥＷ与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ对比

Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅＲＭＳｃｕｒｖｅｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓ

ｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｂｒｉｄｇｅ ｍｉｄｐｏｉｎｔｂｅｔｗｅｅｎ ＰＥＭ

ＮＥＷａｎｄＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

３．２　桥梁振动响应分析

图４为车辆以不同速度行驶时跨中竖向位移均

方根曲线，图５为车辆以不同速度行驶时跨中竖向

位移功率谱密度曲线。随着车速提高，跨中位移均

方根最大值逐渐增大，最大值出现在车辆接近跨中

位置。车辆以不同速度行驶，路面谱与车桥耦合共

振频率峰值出现在桥梁１阶频率附近。车速不同，

共振频率峰值大小相同，共振频率带宽不同。车速

对桥面不平顺与车桥耦合共振频率的干扰，主要影

响共振频率能量大小，不同车速作用下的共振频带

宽度相同。车速为１５ｍ／ｓ时，共振频率功率谱能量

峰值最明显（这与车速较低时积分点较多有关）。
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图４　跨中竖向位移均方根曲线随车速变化

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅＲＭＳｃｕｒｖｅｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｔｈｅ

ｂｒｉｄｇｅｍｉｄｐｏｉｎｔｖａｒｉｅｄｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图５　车辆行驶速度对跨中竖向位移功率谱密度影响

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅＰＳＤｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｂｒｉｄｇｅｍｉｄ

ｐｏｉｎｔｖａｒｉｅｄｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图６ 为车辆以 不 同 速 度 行 驶，ＰＥＭ 法 和

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法（１０００次）计算跨中位移均方根随

车速变化关系。随着车速提高，跨中位移均方根最

大值逐渐增大，车速达到２５～５０ｍ／ｓ时，跨中位移

均方根值随车速增加变缓；车速超过５０ｍ／ｓ，跨中

位移均方根明显增大；车辆行驶速度低于１０ｍ／ｓ，

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法计算结果与 ＰＥＭ 计算结果偏离

较大。图７为车速对跨中截面竖向加速度功率谱响

应的影响。跨中加速度功率谱最大峰值均出现在桥

梁１阶频率附近，共振频率带宽随车速变化；３阶频

率处功率谱峰值较小，车速不同，共振的３阶频率也

不同，车速明显改变３阶频率处桥面不平顺与车桥

耦合的共振频率大小；影响桥梁跨中竖向加速度响

应主要是１阶频率，高阶频率对支点处振动响应的

干扰较低阶频率明显。图８为车速对靠近支点处竖

向加速度功率谱响应的影响。车辆以不同速度行

驶，靠近支点竖向加速度功率谱在前３阶频率附近

均出现共振峰值，功率谱曲线的峰值及带宽随车速

不同。桥梁基频处的共振功率谱峰值随车速波动较

小，２阶和３阶共振频率峰值随车速波动较大，各阶

频率处竖向加速度功率谱的峰值大小不同，桥面不

平顺激励和车桥耦合作用，车速对近支点竖向加速

度功率谱的影响大于跨中。

图６　跨中位移均方根最大值随车速变化关系

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｍａｘｉｍｕｍＲＭＳｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔ

ｔｈｅｂｒｉｄｇｅｍｉｄｐｏｉｎｔｖａｒｉｅｄｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图７　车速对跨中竖向加速度功率谱密度影响

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅＰＳＤｏｆｖｅｒｔｉｃａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｔｂｒｉｄｇｅｍｉｄ

ｐｏｉｎｔｖａｒｉｅｄｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图８　车速对近支点位置竖向加速度功率谱密度的影响

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅＰＳＤｏｆｖｅｒｔｉｃａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｔｔｈｅｐｏｉｎｔ

ｃｌｏｓｅｔｏｔｈｅｂｒｉｄｇｅｓｕｐｐｏｒｔｖａｒｉｅｄｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅ

ｓｐｅｅｄ

３．３　车辆振动响应分析

分析桥面不平顺激励引起车辆振动，车辆驶出

简支梁桥后，认为车辆继续行驶在刚度无限大的Ｂ

级路面上。图９和图１０为车体和悬架系统的位移

均方根值随车速的变化关系。从图９（ａ）中可以看

出，车辆位于简支梁桥的桥跨内，车体位移均方根随

车速逐渐增大；车辆驶出桥跨后，车体位移均方根围

绕车辆刚出桥时振动响应波动并逐渐减小，车速越

大，车体位移均方根响应波动幅值越大；但悬架位移

均方根随车辆驶出桥跨明显减小，行车速度越高，悬

架系统位移均方根越大；车速超过１５ｍ／ｓ，车体最

大位移均方根并未出现在桥跨内，这说明车体振动

位移受桥跨结构影响不明显，悬架位移均方根受桥
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跨结构影响明显。图１０体现了车体位移均方根最

大值随车速并非线性变化，在２０ｍ／ｓ时出现一个较

大的峰值，但车体位移均方根响应随车速总体成增

长趋势，这一变化规律在图９（ａ）也体现出来；悬架

位移均方根随车速成线性关系，车辆以不同车速行

驶，悬架位移均方根曲线形状相同。

图９　车速对车辆位移均方根响应的影响

Ｆｉｇ．９　ＴｈｅＲＭＳｏｆｖｅｈｉｃｌｅｖａｒｉｅｄｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图１０　车辆位移均方根随车速变化

Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅＲＭＳｏｆｖｅｈｉｃｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｒｉｅｄｗｉｔｈ

ｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图１１为车体加速度均方根响应随车速变化的

时程响应曲线和功率谱密度曲线。车辆位于桥跨

内，车体加速度时程响应明显大于出桥后的响应。

车速小于２５ｍ／ｓ时，车速越小，桥面不平顺引起的

车体振动，各时刻的加速度均方根时程响应越小；车

速大于２５ｍ／ｓ，车体振动加速度均方根响应随车速

波动复杂。不同车速下，车辆位于桥跨内，车体竖向

振动加速度均方根响应明显大于车辆驶出桥跨，车

桥耦合作用对车体竖向振动加速度影响明显。由桥

面不平顺激励引起的车体竖向振动加速度功率谱密

度峰值均出现在桥梁１阶频率处，车速对桥面不平

顺与车桥耦合共振作用的频率影响较小，桥面不平

顺对车桥耦合系统的干扰，车体振动加速度响应取

决于桥梁的１阶自振频率。

图１１　车体加速度均方根响应随车速变化关系

Ｆｉｇ．１１　ＴｈｅＲＭＳｏｆｖｅｈｉｃｌｅｂｏｄｙｖａｒｉｅｄ

ｗｉｔｈｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

４　结束语

基于虚拟激励法，建立了桥面不平顺引起的车

桥耦合随机振动模型，在频域内分析了车速与桥面

不平顺共同作用对简支梁桥和车辆的随机振动响应

的影响。虚拟激励法计算结果与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法计

算结果吻合较好，笔者求解车桥耦合随机振动算法

有效。车速明显影响简支梁桥的跨中加速度和位移

１阶频率处的共振峰值和带宽，改变跨中加速度的３

阶共振频率大小，以及改变近支点竖向加速度的共

振频率、功率谱大小及带宽。车体竖向位移响应受

桥梁结构影响较小，车速较高时，车体的位移和加速

度响应受行车速度影响较为复杂，但桥面不平顺激

励引起的车桥耦合共振响应主要由桥梁１阶频率控

制。车辆的悬架位移和车体加速度振动响应受桥跨

影响显著。
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