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摘要
"

对匀速伸展运动悬臂梁的稳定性进行了研究'采用数值方法求解梁的运动微分方程"研究自由端处位移随

时间变化的情况'提出了两种判断这类时变系统失稳的方式"一是瞬态特征值方法"通过分析特征值的实部和虚

部来判断梁的失稳特性(二是刚度判定方法"由刚度随时间的符号变化判断梁的失稳特性'讨论了特征值及刚度

随梁长度的变化的趋势"进而判定时变系统的稳定性'用这两种方法对运动微分方程分别取一阶截断和五阶截断

进行了计算"并将两种方法进行对比"结果取得了很好的一致性'

关键词
"

伸展悬臂梁(特征值(固有频率(刚度(稳定性

中图分类号
"

E!$#

引
"

言

轴向可外伸悬臂结构在工程中的应用越来越常

见"被广泛应用于航空航天)

#B$

*

!机械加工及机器人

等工程领域"包括新型可伸缩机翼的伸出!航天器附

件和板型天线的展开等'其特点是一端固定"另一

端自由"且结构的展向长度随时间变化'这类结构

因其沿轴向是可运动的"属于典型的时变参数结构'

相比于不可移动的结构"其沿轴向的外伸过程易诱

发结构的横向振动及失稳'若不进行有效控制"引

起的振动将会对结构的稳定性及其携带设备的工作

精度带来很大影响"造成难以估量的损失'因此"研

究轴向外伸结构在运动过程中的稳定性具有重要的

理论意义和工程应用价值'

许多学者从不同角度对轴向可伸缩悬臂结构进

行研究'

F+0+))'A

等)

!

*推导了长度随时间变化梁

的运动方程"得到形式为
=

个非线性的偏微分运动

方程和一个几何关系的运动方程"将其简化为线性

方程后求解"得到一阶截断时梁做匀速运动时的解

析解'

G'443,/*

等)

=

*研究了稠密液体中外伸梁的稳

定性"用黏性力和附加质量代替了流体对梁的影响"

用牛顿第二定律推导了梁的振动方程"对方程无量

纲化之后"采用
G+,3)A/*

截断研究了梁在外伸过程

中的稳定性问题'结论说明#当梁以恒定低速度伸

展时"梁自由端振幅逐渐增大"随着梁长度的增加"

流体对梁的阻尼力使振幅又逐渐减小"最后进入失

稳(若伸展速度较大"则梁在初始阶段会发生微小颤

振"随后又回到稳定状态"当轴向速度足够大时"梁

会一直处于失稳"类似于非时变结构的屈曲失稳状

态'

H+413)*+A

等)

>

*研究了带有负刚度多自由度弹

簧振子系统的稳定性问题"用解析方法推导了根据

刚度矩阵行列式值来判断系统失稳的条件"并以两

自由度弹簧振子为例进行了验证'

文献)

<BC

*在理论研究方面推导了可伸缩悬臂

梁的横向振动微分方程"研究了梁自由端振幅和固

有频率等动力学特性随时间变化的情况)

"

*

"以及不

同的轴向运动规律对梁振动的影响)

#%B#!

*

'在实验方

面也有相关学者做了一定的研究)

#=B#D

*

'相比之下"

在悬臂梁外伸时的稳定性方面的研究较少'笔者采

用瞬态特征值方法和刚度判定方法分别研究了梁在

外伸时的失稳情况"并进行了比较'

$

"

伸缩悬臂梁模型

笔者从航空航天领域中提炼出时变参数系统的

动力学模型"将可伸缩变形结构简化为具有轴向运动

速度的变长度!变质量的悬臂梁'伸展运动悬臂梁模

型如图
#

所示'随着力
!

方向的改变"该悬臂梁可进

行外伸和回收"其长度
"

为时间的函数"即
"I"
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图
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可伸缩悬臂梁模型
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由于梁只在外伸情况下才会发生失稳"故笔者

只研究外伸情况'在一定初始条件下"梁在外伸过

程中会产生横向振动'其中"梁的材料参数)

<

*如

表
#

所示'

表
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材料参数
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数值
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研究内容

可伸缩悬臂梁的运动微分方程)
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当梁轴向速度
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$
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"加速度
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$
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时"在一阶初始条件下对式%
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采用
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法求解
)#

"利用式%

!

&得到

梁自由端位移随时间变化的情况'

6 7
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其中#
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&为模态坐标(
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&为时变模态函数'

在稳定阶段"梁自由端的位移响应变化曲线如

图
$

所示'可见"梁在外伸的初始阶段"其自由端位

移呈周期性逐渐增大"此时处于稳定阶段'

在失稳阶段"梁自由端的位移响应变化曲线如

图
!

所示'可以看出"当梁外伸到一定程度时"自由

端偏向于坐标轴一方一直伸展下去"系统的周期性

震荡将彻底消失"此时处于屈曲失稳状态'

图
$

"

稳定阶段梁自由端位移响应
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图
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"

失稳阶段梁自由端位移响应
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基于式%

#

&"笔者用特征值和刚度矩阵随时间的

变化趋势两种判断方法来确定梁在外伸时的失稳

时间'

0($

"

用特征值判断失稳

在一阶初始条件下"对式%

#

&取一阶截断"即式

%

$

&'当梁以
%I#9!5

$

4

的速度伸展时"求解式

%

#

&"得到其特征根随时间变化的关系如图
=

所示'

在时变系统中"特征值是随时间不断变化的"故

称为瞬态特征值'瞬态特征值的虚部即瞬态固有频

率"瞬态特征值的实部即表示能量的变化'从图
=

可

以看出"在初始阶段"瞬态固有频率逐渐减小"而实部

为
%

'随着梁的逐渐外伸"当瞬态固有频率等于
%

"即

系统没有周期性震荡时实部出现分岔"并出现大于
%

的情况'此时"梁出现屈曲失稳"
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在一阶初始条件下"式%

#
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图
>

为以相同的速度外伸时"系统瞬态特征值

的虚部和实部的变化情况'
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图
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"

一阶截断时瞬态特征值变化曲线
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图
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"

五阶截断时瞬态特征值变化曲线
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图
>

%

+

&从下往上的曲线依次表示第
#

阶瞬态

固有频率至第
>

阶瞬态固有频率"其中最先达到零

点的曲线对应的是第
#

阶瞬态固有频率'从图
>

可

以看出"由于多阶模态的存在"使得一阶模态对应的

特征值实部不在为零"但并没有改变发生分叉的时

间'因此"系统在上述初始条件下"发生失稳时梁的

长度是不变的'

0(0

"

用刚度矩阵判断失稳

由于梁的长度随时间不断变化"导致其瞬时刚

度也随时间在变化'对于时不变结构"当梁处于失

稳状态时会出现负刚度现象"即刚度从正变为负'

根据式%

#

&"可直接得出梁的刚度在一阶截断下

的表达式为
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其中#

1

##

和
3

##

可由式%

#

&得出'

刚度
8

随时间的变化曲线如图
<

所示'可以看

出"随着梁的不断伸展"其刚度不断降低"直至为
%

"

此后梁出现负刚度"即产生失稳现象'产生失稳的

点为
#I$!>9!C4

"与图
=

所得结论相符'

图
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刚度变化曲线
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由式%

#

&得到五阶截断时系统的刚度矩阵为
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其中#

#

和
%

可由式%

#

&得出'

图
D

"

刚度矩阵行列式变化图
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用
2+1,+0

得出刚度矩阵所有顺序主子式的行

列式值"其对应曲线如图
D

所示'图中最粗的曲线

表示五阶顺序主子式的行列式"从下往上依次按递
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振
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减顺序对应各阶顺序主子式的行列式"直至最上面

的曲线对应的为一阶顺序主子式的行列式'从图中

可以看出"随着梁的不断伸长"其刚度不断降低"

>

条曲线一旦出现小于
%

的情况"即发生失稳'经分

析可知"最早出现零点的曲线对应的是五阶顺序主

子式的行列式'此时出现
%

值所对应的时间依然是

#I$!>9!C4

"和图
<

得出的结论相同'

1

"

结束语

笔者首先研究了梁在外伸过程中"其自由端位

移在稳定阶段和失稳阶段时不同的振动情况"得出

了失稳后梁的运动状态(其次"通过分析瞬态特征值

和刚度矩阵行列式随时间的变化趋势"来判断伸展

悬臂梁失稳的时间(最后"将两种方法的结果进行了

比较"结果得到了很好的一致性"由此验证了这两种

方法的正确性'
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