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正弦信号非零奇异值的变化规律研究
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摘要
"

在信号的奇异值分解中"非零奇异值是信号的重要特征参数"其变化对特征提取结果有重要影响'研究了

非零奇异值的变化特性"发现随着矩阵维数的增大"正弦信号的非零奇异值并不是单调上升的"而是在上升过程中

存在周期性波动'进一步研究发现"这种波动和原信号的频率密切相关"原信号的频率越大"非零奇异值的波动速

度就越快'从理论上对非零奇异值的这种变化规律进行了分析"证明了非零奇异值波动的快慢是由正弦信号的频

率决定的"而其波动基频是原始信号频率的两倍"并通过数值模拟实例进行了验证'

关键词
"
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称
J-6

&在消噪!特征提取!图像处理!故障诊断和

模式识别等领域有着重要的应用'在
J-6

的这些

应用中"奇异值是一个非常关键的参量"起着重要作

用'例如"在信号消噪中)

#@D
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"其关键是选择合适的

奇异值进行
J-6

重构"奇异值选得过多则会混进噪

声"选得过少又会丢失信号的重要成分"甚至造成信

号的畸变'此外"

J-6

还可用于将目标成分从其他

成分中提取出来)
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*

"这实际上是需要选择出目标成

分所对应的奇异值'奇异值还可用作特征向量来实

现目标检测和故障诊断'例如"文献)
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*通过计算奇

异值序列的信息熵作为评价涡旋压缩机振动状态的

特征参数"分析了动涡盘轴向振动对压缩机的影响'

在高压输电线路的故障检测中)

;@F

*及电机运行状态

的监测中)

A@E

*

"利用奇异值作为特征参数都取得了良

好的故障分类和状态监测效果'奇异值还可被用于

图像编码)
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"利用
J-6

检测织物图像的缺陷)

##

*也

涉及到奇异值的选取问题'

从以上应用可见"奇异值在
J-6

的各种应用中

都扮演着重要角色"而其变化对
J-6

的特征提取结

果有重要影响'弄清楚奇异值的变化规律"对
J-6

应用中的奇异值特征向量选取具有重要的意义'文

献)

<@E

*注意到奇异值的变化对特征向量有影响"但

没有对其变化特性进行深入研究'文献)

#$

*在研究

噪声背景中的正弦信号估计时"也只涉及到奇异值

的一些性质问题'文献)

#D

*研究表明"一个频率成

分不管其频率值是多少"总是只有两个非零奇异值"

但该文献并没有涉及到对这两个奇异值变化情况的

研究'实际上"每个频率对应的非零奇异值大小是

随着矩阵维数的变化而变化的'笔者对这种变化规

律进行了研究"发现非零奇异值除了随着矩阵维数

的增大而增大外"在增大过程中还存在波动"这种波

动性不仅与矩阵维数有关"更与信号频率有关'其

变化特性是#随着矩阵维数的增加"这两个非零奇异

值总的变化趋势是上升的"但是上升过程中存在周

期性波动"这种波动的频率与原始信号的频率密切

相关'文中从理论上分析了非零奇异值的波动特

性"得到了奇异值周期性波动成分的表达式"证明了

奇异值上升时的周期性波动成分的基频是原始信号

频率的两倍'这些结果对
J-6

基础理论的发展及

其工程应用具有重要意义'
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正弦信号非零奇异值的波动现象
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是矩阵
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的奇异值"也是信号
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对任一个
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矩阵"其奇异值个数
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如果信号长度
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为偶数"当矩阵行数
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时"则列数
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"此时的奇异值数量达到最大
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"再继续增大行数"由于

式%
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&的约束"奇异值数量
)

反而减少'同理"如果
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为奇数"矩阵行数最大可取到
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在一个信号所有的奇异值中"非零奇异值是需

要关注的'对于任一个正弦信号"其总的奇异值数

量
)

是由该信号所构造的
C*)?2+

矩阵维数所决定"

随着矩阵维数的增加"奇异值数量也将增加"但是其

中的非零奇异值数量是稳定的'文献)
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*的研究结

果表明"对于正弦信号
"
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&"不管这

个信号的振幅
+

!频率值
"

以及相位
#

如何取值"只

要这个信号构造的
C*)?2+

矩阵维数大于
$

"这个信

号总是只产生两个非零奇异值)

#D

*

'

进一步发现"随着矩阵维数的增加"这两个非零

奇异值的大小会发生周期性的波动"可通过数值实

验来观察这一现象'以
!

个不同频率的正弦信号为

例"
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个正弦

信号的频率!幅值及相位等参数各不相同"以
#?CP

的采样频率对其分别采集
#"$!

点数据"对每一个

信号构造不同维数的
C*)?2+

矩阵'因信号长度

#K#"$!

"根据前面的分析"矩阵行数
(K#

$
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时"

奇异值数量达到最大值
#

$

$

"因此这里将矩阵行数

从
(KD

一直递增到
(K<#$

"计算每一个矩阵的奇

异值'其中"

J-6

的计算采用文献)
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"简称
ST

&算法实现"它克服了单项收缩
ST

算

法在处理大型矩阵时收敛较慢!有时收敛长时停滞

等缺陷)
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"对任何大型矩阵都可以实现快速的
J-6

计算'得到每个信号的各个奇异值随矩阵行数的变

化如图
#

所示'

图
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不同频率正弦信号的各个奇异值随矩阵维数的变化情况
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从图
#

可以看到"虽然
!

个信号的频率和幅值

都是逐步增大的"但是在不同维数的矩阵下"每个信

号都只有两个非零奇异值"从第
D

个奇异值开始的

后续奇异值在所有的矩阵下都是零'对于这两个非

零奇异值的具体大小"可以看到随着矩阵行数的增

加"两个非零奇异值总的趋势是增大的"但是在上升

过程中存在周期性波动'图
#

%

*

&"%

/

&的波动很明

显"如果画出图
#

%

>

&"%

H

&的局部"可以看出同样也

存在着周期性波动"如图
$

所示'从图
#

%

*

&"%

/

&及

图
$

来看"原始信号的频率越高"其非零奇异值的波

动也越快"并且这两个奇异值的波动是反相的'如

果采用其他频率的信号"也可得到类似图
#

"

$

的结

果"即只要矩阵维数大于
$

"不管信号的频率值和幅

值如何"每个频率只有两个非零奇异值"而这两个非

零奇异值在上升时存在周期性波动"原信号频率越

高"奇异值的波动越快"且两个奇异值的波动是反

相的'

图
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非零奇异值波动频率的分析与假设

图
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的结果显示"非零奇异值的波动频率和

原始信号的频率密切相关'以信号
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&为例"利用小波变换提取这两个信号的第
#

个

奇异值
!
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的波动成分"并对其做频谱分析"结果如

图
D

所示'从图
D

%

*

&可见"对于信号
"

D

%

*

&

K

#;8D;3.)

%

$

!

<"*N"8F<

&"奇异值
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的波动频率成分

是
#""CP

及其倍频"其中基频是
#""CP

"正好是原

信号频率
<"CP

的两倍"此外还存在
$

倍频!

D

倍频

及
!

倍频等高次倍频"但高次倍频的幅值衰减很快'

从图
D
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&可见"信号
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个奇异值
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的波动频率成分是
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倍和
D

倍频"其中基频
#;"CP

正好是原信号

频率
A"CP

的两倍"而
$

"
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倍频衰减很快'对这两

个信号的第
$

个奇异值
!

$

的波动成分进行分析"也

得到同样的结果'这种现象并不是偶然的"如果采

用其他频率的信号进行实验"总是可以发现其奇异

值波动成分的基频是原始信号频率的两倍"且存在

高次倍频"但高次倍频的幅值衰减很快'
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再来分析信号含噪声时的情况"对信号
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&叠加白噪声"信噪比为
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"结果如图
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&所示"计算这个信号在

不同矩阵维数下的奇异值"结果如图
!

%
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&所示'可

见"尽管原始信号中含有较多的噪声"但是其奇异值

曲线中的波动却很清晰"并没有因为原信号中存在

噪声而显得杂乱'与
"
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&不含噪声的奇异值结果

相比%即图
#
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&&"含噪声的
"
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&的第
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个奇异值

和图
#
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&的结果差不多"它们并没有受到噪声的多少

影响"但是第
D

个奇异值则不再为零"这个奇异值实

际上是噪声产生的'进一步利用小波变换提取含噪

信号
"
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&第
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个奇异值
!
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的波动成分"并对其进行

频谱分析"得到的结果如图
<

所示'可见"波动成分

无论是在时域还是在频域都非常干净"并没有受到噪

声的影响'与不含噪声时的结果相比%图
D

%
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&&"两个

波动成分的波形和频率结构是一致的"都是以原始信

号频率的两倍即
#""CP

为基频"而
$

倍频!
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倍频及
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倍频等高次倍频迅速衰减'对其他频率的信号添

加噪声后进行分析"也得到类似结果'可见"确定性

信号的奇异值波动受噪声影响不大'

实际上"奇异值的波动不受噪声影响是有其内

在原因的"因为奇异值分解本身就具有消噪功能"根

据文献)
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*的研究结果"对含噪信号进行奇异值分

解"在得到的奇异值序列中"原信号中的确定性信号

的奇异值和噪声的奇异值将会被分开"确定性信号

的奇异值会排列在奇异值序列的前部"而噪声产生

的奇异值则会紧接着排在后面"选择前面的奇异值

进行重构"可得到消除噪声的结果"这就是奇异值分

解的消噪原理'正是因为奇异值分解对噪声的这种
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图
D
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非零奇异值的波动成分及其幅值谱
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一个含噪正弦信号及其奇异值
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分离特性"因此噪声对确定性信号的奇异值的波动

没有什么影响"含噪信号的奇异值的波动依然存在"

依然非常干净"其频率结构依然没有改变'

观察图
#
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&及图
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可以看出"奇异值波动

图
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"

含噪信号奇异值的波动成分及其幅值谱

:.

7

8<

"

:+'>0'*0.&)>&4

I

&)2)0&,3.)

7

'+*(G*+'2&,0R2

)&.3

X

3.

7

)*+*)H.033

I

2>0('4

实际上是带绝对值的正弦波动"且两个奇异值的波

动是反相的'根据图
D

所示奇异值波动的基频总是

原信号频率的两倍"并存在整数倍频且倍频幅值迅
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速衰减的现象"可对奇异值的波动成分做如下假设'
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的一系列谐波成分所构成"各谐波成分的幅值按平

方规律迅速衰减"即第
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次谐波的幅值与
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的平方

成反比'这种频率结构与图
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所示的奇异值波动频

率的实际情况相符'图
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由于采样频率的限制"采

集到的最大频率只是
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"因此无法显示大于
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的高次谐波频率'
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上面的第
D

式用到了
C*)?2+

矩阵的行
(

!列
%

和原始信号长度
#

之间的约束关系%式%

D

&&'

对于一个给定的正弦信号
"

%

*

&

$

+3.)

%

"

*

'

#

&"其频率
"

!幅值
+

!相位
$

!采样周期
1

2

以及数

据长度
#

都是确定的"因此上式中只有矩阵行数
(

为变量"故上式中的波动项为第
#

项"即

8

%

(

&

$

#

&

>&3

)

$

"

1

2

(

&

%

#

'

#

&

"

1

2

. /

*

>&3

)%

#

&

#

&

"

1

2

'

$

#

*

!3.)

$

%

"

1

2

&

+

$

%

#$

&

""

令
9

$

>&3

)%

#

&

#

&

"

1

2

'

$

#

*

!3.)

$

%

"

1

2

&

+

$

"

$

%

$&

%

#

'

#

&

"

1

2

"则式%

#$

&可写为

8

%

(

&

$

)

#

&

>&3

%

$

"

1

2

(

'

$

%

&*

9

%

#D

&

""

根据前面的假设"奇异值的波动成分可以用式

%

!

&表示"因每个奇异值都是趋势项和波动项的叠

加"而且两个奇异值的波动是反相的"设它们的趋势

项分别为
)#

%

*

&和
)$

%

*

&"则两个奇异值可以表示为

!

#

%

*

&

$

)#

%

*

&

'

- .

3.)

%

"

*

'

#

&

.&

$

) *

!

2V

I

%

&

/*

&

!

$

%

*

&

$

)$

%

*

&

&

- .

3.)

%

"

*

'

#

&

.&

$

) *

!

2V

I

%

&

/*

-

#

$

&

%

#!

&

""

因此两个奇异值的能量之和为

!

$

#

%

*

&

'!

$

$

%

*

&

$ " "

)#

%

*

&

&

$-

) *

!

$

'

)$

%

*

&

'

$-

) *

!

$

'

$-

$

.

3.)

%

"

*

'

#

&

.

$

2V

I

%

&

$/*

&

'

$

)#

%

*

&

&

)$

%

*

&

&

!-

!

2V

I

%

&

/*

) *

&

-

.

3.)

%

"

*

'

#

&

.

2V

I

%

&

/*

&

%

#<

&

""

从式%

#<

&可见"式中第
#

项为趋势项的能量"而

波动成分的能量包含两部分"第
#

部分为

7

#

%

*

&

$

$-

$

.

3.)

%

"

*

'

#

&

.

$

2V

I

%

&

$/*

&

$" "

)

#

&

>&3

%

$

"

*

'

$

#

&*

-

$

2V

I

%

&

$/*

& %

#;

&

""

第
$

部分为

7

$

%

*

&

$

$-

.

3.)

%

"

*

'

#

&

.

)

)#

%

*

&

&

)$

%

*

&

&

!-

!

2V

I

%

&

/*

&*

2V

I

%

&

/*

&

$

#

&

>&3

%

$

"

*

'

$

#

槡 &槡$-

)

)#

%

*

&

&

)$

%

*

&

&

!-

!

2V

I

%

&

/*

&*

2V

I

%

&

/*

& %

#F

&

""

从式%

#;

&"%

#F

&可知"从波动成分的假设出发"

得到波动能量和"其中的波动表现为
>&3

%

$

"

*N$

#

&

F;"

第
#

期 赵学智"等#正弦信号非零奇异值的变化规律研究



的形式"这与波动能量和的理论计算结果%式%
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就证明了对奇异值波动成分的假设%式%

!

&&是正确

的"从而从理论上合理地解释了奇异值波动成分的

基频是原始信号频率的两倍并且存在高次倍频!但

高次倍频迅速衰减这一现象'

奇异值的波动特性在实际应用中有重要意义'

有一些研究经常利用信号的奇异值作为特征向量"

用奇异值来描述设备的状态"将其作为神经网络或

者支持向量机的输入"以实现对设备状态的识别"但

是本研究结果表明"奇异值存在波动现象"这会对状

态识别结果造成影响'为了使识别结果更加准确"

应该将奇异值的波动性考虑在内"对设备同一种状

态信号采集多种矩阵维数下的奇异值"从而将设备

同一种状态下的奇异值波动尽量包含在样本集中"

以减少奇异值波动造成的影响"提高识别效果'

奇异值波动的物理意义在于反映了原始信号的

频率"奇异值的波动现象对奇异值降噪时的矩阵维

数确定有重要意义'在利用奇异值分解降噪时"矩

阵维数对降噪结果有很大影响'目前"一般都是将

矩阵行数取为原信号长度的一半"但是在发现奇异

值的波动现象后可知"这种矩阵维数不是最佳维数'

奇异值分解降噪的本质是利用确定性信号对应的奇

异值来提取出这个确定性信号"因为每一个奇异值

对应的分量信号的能量与该奇异值的能量成正

比)

#D

*

"奇异值越大"则对应的分量信号能量也越大"

则分量信号的提取效果也越好"因为此时分量信号

的能量损失越小'对于一定长度的原始信号"目前

采用的矩阵维数的特点是该矩阵维数是这个信号长

度下最大的维数"但是因为奇异值存在波动"此时奇

异值不一定最大"则提取出来的分量信号的能量不

会最大"因此分量信号存在能量损失"从而使消噪结

果受到影响'更好的办法是应该取奇异值波动曲线

中最大峰值点所对应的行数来构造矩阵"因为此时

奇异值的能量最大"奇异值对应的分量信号能量也

将最大"其能量损失最小"对分量信号提取效果也最

佳"从而获得更好的消噪结果'

'

"

结
"

论

#

&正弦信号的非零奇异值具有波动性'随着

矩阵维数的增大"两个非零奇异值总的变化趋势是

上升的"但是上升过程中存在周期性波动'

$

&实验结果表明"正弦信号奇异值波动成分的

基频是原始信号频率的两倍"并且存在高次倍频"但

高次倍频的幅值衰减很快'噪声对正弦信号奇异值

的波动频率没有影响'

D

&通过理论分析得到了两个非零奇异值和原

始信号的频率!幅值!相位以及矩阵行!列数的定量

关系"证明了正弦信号奇异值的波动是一个带绝对

值的正弦波动"其波动基频是原始信号频率的两倍'
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è W*)

7X

*)

"

20*+8

9'4/2(+*U&,2,,2>0.G23.)

7

'+*(G*+'23&,3.

7

)*+*)H

.03*

II

+.>*0.&)0&,2*0'(22V0(*>0.&)

)

%

*

8%&'()*+&,-.

@

/(*0.&)e)

7

.)22(.)

7

"

$"#;

"

$E

%

D

&#

<D$@<!#8

%

.)dR.

@

)232

&

)

#!

*赵学智"叶邦彦"陈统坚
8

大型矩阵奇异值分解的多

次分割双向收缩
ST

算法)

%

*

8

华南理工大学学报%自

然科学版&"

$"#"

"

DA

%

#

&#

#@A8

bCM[c'2PR.

"
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