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摘要　在一阶剪切变形板理论的基础上，提出一种考虑之子函数影响的位移场。根据给定的位移场，利用瑞利里

兹法和切比雪夫多项式，考虑机电耦合特性，分别求出含有智能压电宏观纤维复合材料层（ｍａｃｒｏｆｉｂｅｒｃｏｍｐｏｓｉｔｅ，

简称 ＭＦＣ）的碳纤维增强复合材料层合悬臂板在开路与通路两种电学边界条件下自由振动的固有频率，讨论不同

铺层方式、宽厚比、长宽比以及不同的外电压状态下，ＭＦＣ智能层对碳纤维增强复合材料层合板固有频率的影响。

研究结果表明，ＭＦＣ智能层对所研究系统的固有频率影响显著，可以通过控制 ＭＦＣ智能材料的通电电压来实现

对复合材料层合板振动特性的控制。
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引　言

压电材料是一种特殊的智能材料，由于其压电

效应而被广泛作为传感器和驱动器，用于复合材料

层合结构的振动控制和结构的故障诊断中。目前，

压电材料主要有压电陶瓷（ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｅｒａｍｉｃｓ，

简称ＰＺＴ）、压电聚合物（ｐｏｌｙｖｉｎｙｌｉｄｅｎｅｆｌｕｏｒｉｄｅ，

简称ＰＶＤＦ）和压电宏观纤维３种形式。ＰＺＴ由于

机电耦合特性高常被用做压电驱动器，缺点是脆性

大而不适用于结构的弯曲变形。ＰＶＤＦ具有轻质、

柔韧、可以粘贴在复杂结构表面的优点，不足之处是

其高控制电压和低控制力。ＭＦＣ是将压电陶瓷纤

维嵌入树脂并与组合电极复合在一起的夹层结构复

合材料，相比ＰＺＴ和ＰＶＤＦ，ＭＦＣ具有性能高、灵

活性好和可靠性强等特点，在对结构进行诊断检测、

驱动变形和振动控制等方面应用前景广阔。

近年来，国内外学者对含压电材料的复合材料

层合结构进行了广泛研究。Ｒｅｄｄｙ
［１］根据经典板理

论和剪切变形理论推导出含有压电传感器和驱动器

的复合材料层合板的动力学方程。文献［２４］采用

一阶剪切变形理论研究了含压电材料的复合材料层

合板的自由振动。Ｔｏｒｒｅｓ等
［５］用高阶剪切变形理

论研究了上下两表面含有压电层的正交各向异性层

合板在简支边界条件下的自由振动。Ｔｏｐｄａｒ等
［６］

用有限元法研究了多种边界条件下机电耦合层合板

的自由振动。Ｌｉａｎｇ等
［７］研究了在四边简支边界条

件下，压电层厚度、质量和刚度对嵌入压电层的层合

板固有频率的影响。Ｄａｖｉｓ等
［８］和 Ｗｕ等

［９］对压电

层合板在短路和开路等电边界条件下进行了振动分

析。Ｓｉｌｖａ等
［１０］将ＰＺＴ压电片粘贴到轻质结构上，

运用电气测量方法对结构进行健康监测。Ｈｕａｎｇ

等［１１］回顾了压电弹性动力耦合特性应用于结构健

康监测系统的解析、数值和混合模拟方法的研究进

展。黎志伟等［１２］研究了含压电层双稳态复合材料

层合壳的力学特性，通过数值模拟分析了含压电层

双稳态结构的变形，及其在两种稳态构型之间跳变

过程中曲率变化对结构性能的影响。Ｔａｋｉ等
［１３］采

用高阶变形函数，研究了含ＰＺＴ压电层的交错铺层

的复合材料层合板的动力学特性。ＰｈｕｎｇＶａｎ

等［１４］用高阶剪切变形理论和有限元法分析了含有

压电传感器和执行器的复合材料层合板的静态、自

由振动和动态控制。Ｚｈａｎｇ等
［１５］用线性机电耦合

有限元模型研究了具有任意压电纤维取向的 ＭＦＣ

对复合材料层合薄壁结构的影响。

目前，关于含有压电材料层的层合板壳结构的研

究中所用的压电材料多为ＰＺＴ或ＰＶＤＦ，ＭＦＣ的选

用较少。笔者在一阶剪切变形板理论的基础上，通过

在面内位移引入Ｚｉｇｚａｇ函数项，得到一种新的位移

场。考虑机电耦合特性，分别在电学边界条件为开路

和通路两种状态下，研究含新型智能材料 ＭＦＣ的复

合材料层合板的不同铺层顺序、长宽比、宽厚比以及

 国家自然科学基金资助项目（１１４７２０５６，１１８７２１２７）
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施加不同外电压对其振动特性的影响。

１　动力学模型

１．１　动力学模型

　　如图１所示，笔者以４层碳纤维增强复合材料

层合板和 ＭＦＣ智能材料层为研究对象，研究其振

动固有频率。碳纤维增强复合材料层合板的铺设方

式分别为［９０／０／０／９０］，［０／０／９０／９０］，［０／９０／０／９０］

和［０／９０／９０／０］。

图１　含有 ＭＦＣ智能材料的复合材料层合板

Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｓｗｉｔｈＭＦＣｓｍａｒｔｍａｔｅｒｉａｌ

１．２　运动方程

复合材料层合板在变形过程中，由于相邻层的

刚度特性不一样，会导致面内位移在相邻界面处一

阶导数不连续而发生锯齿形滑移，经典板理论和一

阶剪切变形理论没有考虑层合板在界面处的特有变

形模式。笔者在一阶剪切变形理论的基础上引入

Ｚｉｇｚａｇ函数项，改进了一阶剪切变形理论，从而能够

很好地解决这个问题。

Ｚｉｇｚａｇ 函 数 项 的 表 达 式
［１６］为 狊

（犽） （狕）＝

（－１）犽ζ犽，其中：ζ犽＝２（狕－狕０犽）／犺犽；狕０犽为层合板第犽

层的中面坐标；犺犽 为层合板第犽层的厚度。图２为

复合材料层合板的坐标表示。Ｚｉｇｚａｇ函数项的几何

意义及其与线性位移叠加的关系见文献［１７］。

在一阶剪切变形理论基础上考虑Ｚｉｇｚａｇ函数

影响的位移场为

图２　复合材料层合板的坐标表示

Ｆｉｇ．２　Ｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｗｉｔｈｇｌｏｂａｌａｎｄｌｏｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｓｙｓｔｅｍｓ

　

狌
（犽）（狓，狔，狕，狋）＝狌０（狓，狔，狋）＋狕１（狓，狔，狋）＋

　　　狊
（犽）（狕）ψ１（狓，狔，狋）

狏
（犽）（狓，狔，狕，狋）＝狏０（狓，狔，狋）＋狕２（狓，狔，狋）＋

　　　狊
（犽）（狕）ψ２（狓，狔，狋）

狑
（犽）（狓，狔，狕，狋）＝狑０（狓，狔，狋

烅
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（１）

根据复合材料层合板的几何关系，得到应变位

移的分量表达式为
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其中：
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正交各向异性复合材料层合板第犽层的本构方

程为

σ１

σ２

σ６

τ４

τ

烅

烄

烆

烍

烌

烎５

（犽）

＝
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其中：材料参数 犙１１ ＝
犈１

１－υ１２υ２１
；犙１２ ＝

υ１２犈２
１－υ１２υ２１

；

犙２２＝
犈２

１－υ１２υ２１
；犙６６＝犌１２；犙５５＝犌１３；犙４４＝犌２３；犈１，
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犈２ 分别为沿复合材料主方向狓和狔 方向的弹性模

量；犌１２，犌１３，犌２３分别为狓－狔，狔－狕，和狕－狓平面内

的剪切模量；υ犻犼为泊松比。

正交各向异性复合材料层合板转换坐标后第犽

层的本构方程见文献［１８］。

压电材料在弹性限度范围内，应力由应变和电

场两部分产生。根据弹性本构关系式，可以得到压

电材料考虑机电耦合影响的本构方程［１９］为

σ｛ ｝
犲
＝犙ε｛｝

犲
－犲

Ｔ｛｝犈

犇｛ ｝犲 ＝犲ε｛｝
犲
＋∈｛｝｛ 犈

（４）

其中：σ｛ ｝
犲 和ε｛｝

犲 分别为压电材料的应力和应变张

量；犙为压电材料的弹性常数矩阵；犲为压电材料的

压电常数矩阵；∈为自由介电常数矩阵；｛｝犈 和

犇｛ ｝犲 分别为电场和电位移。

本研究采用的 ＭＦＣ智能压电材料为犱３１类型，

其极化方向沿厚度方向并垂直于压电纤维方向。选

取 ＭＦＣ智能压电层开路和通路两种通电状态，当

处于开路状态时，｛ ｝犇 ＝０和｛｝犈 ＝０，故不考虑

ＭＦＣ智能压电层的电学影响，只考虑智能层的弹性

性能。ＭＦＣ纤维铺层角度为０°，本构方程坐标变换

见文献［１８］。通电后，压电层 ＭＦＣ的电位移表达

式［２０］为

犇３＝犲３１ε
犲
狓狓 ＋犲３２ε

犲
狔狔 ＋犲３６γ

犲
狓狔 －∈犈３ （５）

其中：犲３１，犲３２和犲３６为压电材料变换坐标后的压电常

数，犲３１＝犲３１ｃｏｓ
２
θ＋犲３２ｓｉｎ

２
θ，犲３２＝犲３１ｓｉｎ

２
θ＋犲３２ｃｏｓ

２
θ，

犲３６＝（犲３１－犲３２）ｓｉｎθｃｏｓθ；犈３ 为压电材料在狕方向的

电场强度，犈３＝犞０／犺ＭＦＣ；犞０ 为外加电压；犺ＭＦＣ为压

电材料 ＭＦＣ的厚度。

复合材料层合板的应变能和动能分别为

犝犘＝
１

２∑
犖

犽＝１犃∫
狕犽＋１
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ＭＦＣ智能材料层的应变能、动能和电势能表达

式分别为

犝ＭＦＣ＝
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犃
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犃
∫

狕
犲
犽＋１

狕
犲
犽

（狌）２＋（狏）
２
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（７ｂ）

犝犲＝
犃
∫

狕
犲
犽＋１

狕
犲
犽

犇３犈３ｄ狕ｄ狓ｄ狔 （７ｃ）

通电后含 ＭＦＣ智能材料层的复合材料层合板

的总势能和总动能分别为

犝＝犝犘＋犝ＭＦＣ－犝犲 （８ａ）

犜＝犜犘＋犜ＭＦＣ （８ｂ）

其中：犝犲为单层 ＭＦＣ智能材料层由于通电所产生

的电势能，多层 ＭＦＣ计算同理。

１．３　自由振动分析

采用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式和 ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ求解

含有压电层的复合材料层合板的自由振动。根据文

献［２１］，系统的位移和转角可假设为

狌（狓，狔，狋）＝犝（狓，狔）ｅ
（犻ω狋）

狏（狓，狔，狋）＝犞（狓，狔）ｅ
（犻ω狋）

狑（狓，狔，狋）＝犠（狓，狔）ｅ
（犻ω狋）

ψ１（狓，狔，狋）＝Ψ１（狓，狔）ｅ
（犻ω狋）

ψ２（狓，狔，狋）＝Ψ２（狓，狔）ｅ
（犻ω狋）

１（狓，狔，狋）＝Φ１（狓，狔）ｅ
（犻ω狋）

２（狓，狔，狋）＝Φ２（狓，狔）ｅ
（犻ω狋

烅

烄

烆
）

（９）

其中：犝（狓，狔），犞（狓，狔），犠（狓，狔），Φ１（狓，狔），Φ２（狓，

狔），Ψ１（狓，狔）和 Ψ２（狓，狔）为各位移分量的振型

函数。

振型函数使用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式，展开形式为

犝（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犝犿狀犜狌犿（ξ）犜狌狀（η）

犞（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犞犿狀犜狏犿（ξ）犜狏狀（η）

犠（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犠犿狀犜狑犿（ξ）犜狑狀（η）

ψ１（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１
ψ１犿狀犜ψ１犿（ξ）犜ψ１狀（η）

ψ２（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１
ψ２犿狀犜ψ２犿（ξ）犜ψ２狀（η）

Φ１（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

Φ１犿狀犜Φ１犿
（ξ）犜Φ１狀（η）

Φ２（ξ，η）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

Φ２犿狀犜Φ２犿
（ξ）犜Φ２狀（η

烅

烄

烆
）

（１０）

其中：犝犿狀，犞犿狀，犠犿狀，Φ １犿狀，Φ２犿狀，ψ１犿狀和ψ２犿狀为待定

系数。

　　　　

犜δ犿（ξ）＝犳δ（ξ）狆犿（ξ）

犜δ狀（η）＝犵δ（η）狆狀（η）

　　（δ＝狌，狏，狑，１，２，ψ１，ψ２

烅

烄

烆 ）

（１１）

其中：犜δ犿（ξ）和犜δ狀（η）分别为在狓和狔方向上犿 阶

和狀阶的展开位移量；犳δ（ξ）和犵δ（η）为根据沿着狓

和狔 方向的边界条件选取的边界函数；狆犿（ξ）和

狆狀（η）分别为在狓和狔方向上犿 阶和狀阶的Ｃｈｅｂｙ

ｓｈｅｖ多项式。
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根据文献［２２］，犿 阶和狀阶的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项

式的展开式有以下的递推关系

狆１（ξ）＝１

狆２（ξ）＝ξ

狆犿（ξ）＝２ξ狆犿－１（ξ）－狆犿－２（ξ）（犿≥３

烅

烄

烆 ）

（１２ａ）

狆１（η）＝１

狆１（η）＝η

狆狀（η）＝２η狆狀－１（η）－狆狀－２（η）　（狀≥３

烅

烄

烆 ）

（１２ｂ）

由于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式在区间［－１，１］上为正

交函数序列，为保证该多项式在层合板的整个区域

内都具有正交性，需要进行坐标变换，变换后的坐标

表达式为ξ＝２狓／犔－１和η＝２狔／犫。将式（７～１１）代

入含 ＭＦＣ智能材料层复合材料层合板势能方程和

式（８）中，得到最大势能犝ｍａｘ和最大动能犜ｍａｘ的表

达式。

根据ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法，得到

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

犝犿狀

＝０

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

犞犿狀

＝０

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

犠犿狀

＝０

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

Φ１犿狀
＝０

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

Φ２犿狀
＝０

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

ψ１犿狀
＝０

（犝ｍａｘ－犜ｍａｘ）

ψ２犿狀
＝

烅

烄

烆
０

（１３）

其中：犿＝１，２，…，犕；狀＝１，２，…，犖。

将式（１３）整理得到矩阵形式为

（犓－ω
２犕）犘＝０ （１４）

其中：犓 为刚度矩阵；犕 为质量矩阵；ω为含 ＭＦＣ

智能压电层复合材料层合板的固有频率；犘为系数

向量。

系数向量的表达式为

犘＝｛犝１１，…，犝犕犖，…，犞１１，…，犞犕犖，犠１１，…，犠犕犖，

Φ１１１，…，Φ１犕犖，Φ２１１，…，Φ２犕犖，ψ１１１，…，ψ１犕犖，ψ２１１，

…，ψ２犕犖｝
Ｔ （１５）

其中：犕 和犖 为Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式所取的阶数。

通过求解式（１４），得到含 ＭＦＣ智能材料层的

复合材料层合板的固有频率。

２　数值结果和分析

２．１　对比结果

　　为验证笔者所提出的理论和数值计算结果的准

确性，将计算结果与已有文献的结果进行对比。选

取四边固支、长宽比犪／犫＝１、宽厚比犫／犺＝１０、纤维

铺层顺序为［９０／０／９０／０／９０］的复合材料层合板作为

研究对象。层合板的每一层厚度相同，无量纲化后

的材料特性为 犈１／犈２＝４０，犈３＝犈２，犌１２＝犌１３＝

０．６犈２，狏１２＝狏１３＝狏２３＝０．２５，ρ＝１。

表１为四边固支矩形板的无量纲固有频率与其

他理论结果对比。无量纲频率定义为Ω＝（ω犫
２／

π
２犺）ρ／犈槡 ２。从表１可以看出，本研究得到的结果

和文献数值结果吻合较好，而采用一阶剪切变形理

论获得的结果与文献结果相差较大。

表１　四边固支矩形板的无量纲固有频率与其他理论结果

对比

犜犪犫．１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狋犺犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犾犲狊狊狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊

狅犳犮犾犪犿狆犲犱狉犲犮狋犪狀犵狌犾犪狉狆犾犪狋犲狊狑犻狋犺狅狋犺犲狉狋犺犲狅狉犻犲狊

理论方法
前６阶固有频率

１ ２ ３ ４ ５ ６

文献［２３］２．３４１３３．４７９５４．１７４６４．９２４８５．０９３９６．１８９８

本研究

结果
２．３４１９３．６７１９４．０２９５４．９４２１５．５１１９６．１０４８

一阶剪切 ２．３８２０３．７４２９４．１１４３５．０４１５５．６６６５６．３６７４

２．２　结果分析

本研究的碳纤维增强复合材料层合板和 ＭＦＣ

压电智能材料几何尺寸为犪＝０．３ｍ，犫＝０．２ｍ，４

层层合板的总厚度犺狆＝１ｍｍ，ＭＦＣ压电层的厚度

犺ＭＦＣ＝０．２５ｍｍ，表２为碳纤维增强复合材料层合

板和 ＭＦＣ压电材料特性。表３为复合材料层合板

不同铺层方式下前６阶固有频率的结果。可以看

出，复合材料层合板的铺层方式不同，会导致系统的

固有频率有差别，其中：［９０／０／０／９０］铺层方式各阶

频率结果最小；［０／９０／９０／０］铺层方式各阶频率结果

最大。这是由于不同铺层方式下层合板的刚度特性

不同引起的。如表４所示，４种不同铺层方式复材

料层合板的刚度系数表达式为

犃犻犼＝∑
犖

犽＝１∫
狕犽＋１

狕犽

犙
（犽）
犻犼 ｄ狕

犅犻犼＝∑
犖

犽＝１∫
狕犽＋１

狕犽

犙
（犽）
犻犼狕ｄ狕

犇犻犼＝∑
犖

犽＝１∫
狕犽＋１

狕犽

犙
（犽）
犻犼狊

（犽）（狕）ｄ狕

犈犻犼＝∑
犖

犽＝１∫
狕犽＋１

狕犽

犙
（犽）
犻犼狕

２ｄ狕

犜犻犼＝∑
犖

犽＝１∫
狕犽＋１

狕犽

犙
（犽）
犻犼 （狊

（犽）（狕））狕ｄ狕

犚犻犼＝∑
犖

犽＝１∫
狕犽＋１

狕犽

犙
（犽）
犻犼 （狊

（犽）（狕））２狕ｄ

烅

烄

烆
狕

（１６）
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其中：４种铺层方式层合板中的Α和犇 刚度矩阵的

系数都相等；犅，犈，犜和犚 刚度矩阵的值会随着铺层

方式的不同而变化，这就导致不同铺层方式层合板

的刚度特性不同，从而使不同铺层方式下所对应的

固有频率不同。

表５为图１所示的粘贴一层 ＭＦＣ智能材料的

复合材料层合板在未通电情况下的前６阶固有频

率。将表５与表３对比发现，ＭＦＣ智能材料层对不

同铺层方式的层合板固有频率都有明显影响，其中

两种对称铺设的层合板［９０／０／０／９０］，［０／９０／９０／０］

以及［０／９０／０／９０］在粘贴一层 ＭＦＣ之后频率均减

小，且随着频率阶数的增加，频率减小越多，但是在

［０／０／９０／９０］情况下，粘贴一层 ＭＦＣ之后，除第２

阶频率略有减小之外，其余频率值均增大。

　　表６为通电后粘贴一层ＭＦＣ智能材料的复合材

料层合板的前６阶固有频率。由于笔者所选ＭＦＣ类

型的正常工作电压范围在（－６０Ｖ～３６０Ｖ）
［１５］之间，

故通路电压分别为１００，２００和３００Ｖ。

表２　碳纤维增强复合材料层合板和 犕犉犆压电材料特性

犜犪犫．２　犘狉狅狆犲狉狋犻犲狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犾犪犿犻狀犪狋犲狊犪狀犱犕犉犆狆犻犲狕狅犲犾犲犮狋狉犻犮犿犪狋犲狉犻犪犾

材料
犈１／

ＧＰａ

犈２／犈３／

ＧＰａ

犌１２／犌１３／

ＧＰａ

犌２３／

ＧＰａ
狏１２／狏１３ 狏２３

犱３１／

（ｐｍ·Ｖ
－１）

犱３２／

（ｐｍ·Ｖ
－１）

∈
（１０－８Ｆ·Ｖ－１）

ρ／

（ｋｇ·ｍ
－３）

Ｔ８００／Ｍ２１
［２４］ １７２ ８．９ ４．２ ０．０２ ０．３５ ０．０１ — — — １０７２

ＭＦＣ
［１５］ ３０．３３６ １５．８５７ ５．５１５ ５．５１５ ０．３１ ０．４３８ －１７０ －１００ １．４１６ ５４４０

表３　复合材料层合板不同铺层方式的前６阶固有频率

犜犪犫．３　犜犺犲犳犻狉狊狋狊犻狓狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犾犪犿犻狀犪狋犲犱狆犾犪狋犲狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狋犪犮犽犻狀犵犿狅犱犲狊　　　Ｈｚ

铺层方式
前６阶固有频率

１ ２ ３ ４ ５ ６

９０／０／０／９０ ９．４０３８ ４９．１８８５ ５９．２４６５ １５６．６０５２ １６９．１８３ ３０２．９５２６

０／０／９０／９０ １０．３２０４ ４９．７１２１ ６５．０１５６ １５９．７６８６ １８５．７７６６ ３１２．７０８４

０／９０／０／９０ １５．１６０６ ５２．１１７９ ９３．５４８５ １７４．５４９９ ２６１．２５９１ ３５８．３５８２

０／９０／９０／０ ２１．３９５２ ５６．８８０１ １３４．６４４３ ２０４．８３６８ ３８４．１１３４ ４５９．９７１１

表４　４种不同铺层方式复合材料层合板的刚度系数

犜犪犫．４　犛狋犻犳犳狀犲狊狊犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犾犪犿犻狀犪狋犲犱狆犾犪狋犲狑犻狋犺４犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狋犪犮犽犻狀犵犿狅犱犲狊

铺层方式 刚度系数

９０／０／０／９０

犅１１＝０

犅２２＝０

犅４４＝０

犅５５＝０

犈１１＝２．４５６１

犈１２＝０．２６１２

犈２２＝１２．７１４５

犈６６＝０．３５０

犜１１＝－２．５×１０
－７

犜２２＝０

犚１１＝７．５８５３×１０
８

犚１２＝２．６１２３×１０
７

犚２２＝７．５８５３×１０
８

犚６６＝３．５０００×１０
７

０／０／９０／９０

犅１１＝２０５１６．７５５６

犅２２＝－２０５１６．７５５６

犅４４＝０

犅５５＝０

犈１１＝７．５８５３

犈１２＝０．２６１２

犈２２＝７．５８５３

犈６６＝０．３５００

犜１１＝０

犜２２＝０

犚１１＝１．４１５１×１０
９

犚１２＝２．６１２３×１０
７

犚２２＝１．０１９９×１０
８

犚６６＝３．５０００×１０
７

０／９０／０／９０

犅１１＝１０２５８．３７７８

犅２２＝－１０２５８．３７７８

犅４４＝－１．６７２×１０
１０

犅５５＝１．６７２×１０
１０

犈１１＝７．５８５３

犈１２＝０．２６１２

犈２２＝７．５８５３

犈６６＝０．３５００

犜１１＝３４１９．４５９２

犜２２＝－３４１９．４５９３

犚１１＝７．５８５３×１０
８

犚１２＝２．６１２３×１０
７

犚２２＝７．５８５３×１０
８

犚６６＝３．５０００×１０
７

０／９０／９０／０

犅１１＝０

犅２２＝０

犅４４＝０

犅５５＝０

犈１１＝１２．７１４５

犈１２＝０．２６１２

犈２２＝２．４５６１

犈６６＝０．３５００

犜１１＝０

犜２２＝－２．５×１０
－７

犚１１＝７．５８５３×１０
８

犚１２＝２．６１２３×１０
７

犚２２＝７．５８５３×１０
８

犚６６＝３．５０００×１０
７
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表５　含有单层 犕犉犆的层合板在未通电情况下的前６阶固有频率

犜犪犫．５　犜犺犲犳犻狉狊狋狊犻狓狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犾犪犿犻狀犪狋犲狑犻狋犺狊犻狀犵犾犲犾犪狔犲狉犕犉犆狌狀犱犲狉狀狅狀犲犾犲犮狋狉犻犮犻狋狔犮狅狀犱犻狋犻狅狀　　 Ｈｚ

铺层方式
前６阶固有频率

１ ２ ３ ４ ５ ６

９０／０／０／９０／ＭＦＣ ９．２１１０ ４８．１８５１ ５８．０１７９ １５３．４１３９ １６５．８５２４ ２９７．０６２４

０／０／９０／９０／ＭＦＣ １１．４４６３ ４９．５１８２ ７２．０６６４ １６１．４８５６ ２０５．８９５０ ３２１．９１７６

０／９０／０／９０／ＭＦＣ １２．８３３５ ４９．９４３８ ７９．２８２５ １６４．１６９６ ２０９．５８７２ ３２４．３０３２

０／９０／９０／０／ＭＦＣ １５．７１７２ ５２．２４６６ ９８．９０３２ １７８．２７７８ ２８２．３２０４ ３７６．０３３５

表６　含有单层 犕犉犆的层合板在通电情况下的前６阶固有频率

犜犪犫．６　犜犺犲犳犻狉狊狋狊犻狓狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犾犪犿犻狀犪狋犲狑犻狋犺狊犻狀犵犾犲犾犪狔犲狉犕犉犆狌狀犱犲狉犲犾犲犮狋狉犻犮犮狅狀犱犻狋犻狅狀　　　Ｈｚ

铺层方式 犝／Ｖ
前６阶固有频率

１ ２ ３ ４ ５ ６

１００ １１．５４９３ ５９．８０２２ ６０．９９８２ １５８．１８５６ １６８．６８７８ ３００．５７９７

９０／０／０／９０／ＭＦＣ ２００ １３．３６９４ ６３．８０６９ ６９．５０４７ １６２．８６２３ １７１．４１０６ ３０４．１２１７

３００ １４．８８８２ ６６．４６６ ７８．００７１ １６７．３６０６ １７３．８７３３ ３０７．３６５７

１００ １３．４２２７ ６０．７４６６ ７４．０４６６ １６５．５４８ ２０７．５３０３ ３１７．２８９４

０／０／９０／９０／ＭＦＣ ２００ １５．０６９１ ７０．２９９９ ７６．３９４９ １７０．００９３ ２１０．０８３４ ３１９．６８２６

３００ １６．４９５６ ７８．６２２３ ７８．７０２６ １７４．３１３４ ２１１．７９４７ ３２３．１９８７

１００ １５．３５５７ ６４．３４６５ ８０．４５３５ １７１．２９４２ ２１４．３６６７ ３２６．４５４２

０／９０／０／９０／ＭＦＣ ２００ １７．４４１７ ７７．６０２１ ８３．４１５８ １７８．１０７９ ２１５．４４７８ ３３１．１６９８

３００ １９．２１９６ ８６．３６１９ ８８．８９７８ １８４．６４５４ ２１８．５４３９ ３３６．１８２６

１００ １７．２２８１ ６３．１３１４ １００．６８２６ １８２．４８４７ ２８３．８６８２ ３７８．９１８３

０／９０／９０／０／ＭＦＣ ２００ １８．５８１２ ７２．３９２８ １０２．４２０６ １８６．５８３３ ２８５．４４１１ ３８１．６２６３

３００ １９．８１２２ ８０．５９３１ １０４．１３１４ １９０．５９９３ ２８７．１８１８ ３８４．４１８７

　　从表６可以看出，随着工作电压的不断增大，不

同纤维铺层方式下系统的前６阶固有频率会逐渐增

大。结合表５中的数据可以发现，通电后的任意电

压下的系统相比于未通电情况下系统的前６阶固有

频率的结果都大，而且电压越大，频率越大。根据式

（８）以及对比表５和表６可以发现，通电后导致系统

的总势能增加，会导致系统的刚度增加，从而引起通

路状态下系统的固有频率比开路状态下的结果大。

因此，在选用 ＭＦＣ智能材料进行复合材料层合板

的振动研究时，可以通过控制通电电压的大小来改

变系统本身的振动特性。

表７为图１所示的粘贴两层ＭＦＣ智能材料的复

合材料层合板在未通电情况下的前６阶固有频率。

将其计算结果与表３中的频率对比可以发现，在正交

铺设复合材料层合板表面粘贴两层ＭＦＣ智能材料层

时，对不同铺层方式的层合板固有频率都有非常明显

影响，其中两种对称铺设的层合板［９０／０／０／９０］，［０／

９０／９０／０］在粘贴两层 ＭＦＣ之后，频率变化分别为减

小和增加，另外两种铺设状态下，粘贴两层 ＭＦＣ之后

频率变化情况比较复杂，不同阶的频率并非预期中的

单调增加或减小。从纵向看，不论是粘贴一层或是两

层ＭＦＣ，从上到下频率均是成增加的趋势。总的来

看，无论是加单层ＭＦＣ压电层还是加双层ＭＦＣ压电

层，都没有改变层合板不同铺层方式下固有频率的大

小变化趋势，仍然是［９０／０／０／９０］铺层方式对应的各

阶频率最小，［０／９０／９０／０］铺层方式对应的各阶频率

结果最大，这说明层合板本身铺层方式对固有频率变

化趋势的影响占主要因素。

ＭＦＣ智能材料作驱动器时，为加大其产生的驱

动力，需要增加压电片的个数，表８为在通电情况下

双层 ＭＦＣ的前６阶固有频率。从表中可以看出，

随着通电电压的增大，不同铺层方式下的含有双层

ＭＦＣ的复合材料层合板前６阶固有频率在逐渐增

大。综合表７和表８中的数据可以发现，通路状态

下的固有频率均比开路状态下的频率大。这是由于

通电后系统总势能的增加会导致系统的刚度增加，

从而引起系统固有频率的增加。

　　图３和图４分别为开路情况下悬臂边界条件下

含一层 ＭＦＣ的［０／９０／０／９０／ＭＦＣ］层合板和含两层

ＭＦＣ的［ＭＦＣ／０／９０／０／９０／ＭＦＣ］层合板的前６阶

固有频率。从图中可以看出，随着长宽比和宽厚比

的增加，混合层合板的每阶固有频率均逐渐减小。

这是因为随着长宽比和宽厚比的增加，混合层合板

的质量增大、刚度减小，从而导致其自由振动的固有

频率的减小。

　　图５和图６分别为不同边界条件，不同宽厚比
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表７　含有双层 犕犉犆的层合板在未通电情况下的前６阶固有频率

犜犪犫．７　犜犺犲犳犻狉狊狋狊犻狓狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犾犪犿犻狀犪狋犲狑犻狋犺犱狅狌犫犾犲犾犪狔犲狉犕犉犆狌狀犱犲狉狀狅狀犲犾犲犮狋狉犻犮犻狋狔犮狅狀犱犻狋犻狅狀　　 Ｈｚ

铺层方式
前６阶固有频率

１ ２ ３ ４ ５ ６

ＭＦＣ／９０／０／０／９０／ＭＦＣ ９．４２２６ ５２．６３２２ ５９．３３４６ １６６．３６９８ １６９．５０４９ ３１９．２３２４

ＭＦＣ／０／０／９０／９０／ＭＦＣ １０．０２５５ ５２．９７４６ ６３．１１５７ １６８．４０１９ １８０．４５１１ ３２５．３６５５

ＭＦＣ／０／９０／０／９０／ＭＦＣ １１．４３３２ ５３．７７６９ ７１．９７６９ １７３．３８６６ ２０５．６７２６ ３４０．８９５１

ＭＦＣ／０／９０／９０／０／ＭＦＣ １３．８６７７ ５５．２９８３ ８７．２６０７ １８２．５８４４ ２４９．２２８１ ３６９．６５２３

表８　含有双层 犕犉犆的层合板在通电情况下的前６阶固有频率

犜犪犫．８　犜犺犲犳犻狉狊狋狊犻狓狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犾犪犿犻狀犪狋犲狑犻狋犺犱狅狌犫犾犲犾犪狔犲狉犕犉犆狌狀犱犲狉犲犾犲犮狋狉犻犮犮狅狀犱犻狋犻狅狀　　 　Ｈｚ

铺层方式 犝／Ｖ
前６阶固有频率

１ ２ ３ ４ ５ ６

１００ １２．２７１６ ６３．０３４４ ６６．１７０７ １７１．９９９３ １７２．７４２５ ３２３．２２４７

ＭＦＣ／９０／０／０／９０／ＭＦＣ ２００ １４．４１０３ ６６．５０１５ ７７．３７３６ １７６．３０９６ １７７．４７０１ ３２７．３９３２

３００ １６．１６４８ ６９．７４４７ ８７．１４５３ １７９．４３９８ １８２．７６８５ ３３１．３３５３

１００ １２．７５４７ ６６．４３８５ ６６．６１６３ １７３．９５７３ １８３．５８２７ ３２９．２４５６

ＭＦＣ／０／０／９０／９０／ＭＦＣ ２００ １４．８４９２ ６９．９０９１ ７７．５９５７ １７９．３７３３ １８６．８１６４ ３３３．３３９９

３００ １６．５８４９ ７３．０２２９ ８７．３３２６ １８４．６１８７ １９０．０２４５ ３３７．３８５９

１００ １４．８２８２ ７１．２７５２ ８１．６７４１ １９４．９３５５ ２２７．６３２２ ３７６．９７２８

ＭＦＣ／０／９０／０／９０／ＭＦＣ ２００ １６．７２７０ ８１．７８４１ ８４．３９４０ １９９．７９０９ ２３０．４４４５ ３８０．５５５２

３００ １８．３６２１ ８７．００６６ ９１．０８５４ ２０４．５３５３ ２３２．７８９６ ３８４．１３１８

１００ １５．９８９７ ６８．３１４３ ８９．８２５２ １８７．７８４８ ２５１．４４９６ ３７３．２３７５

ＭＦＣ／０／９０／９０／０／ＭＦＣ ２００ １７．７８７７ ７９．２１２３ ９２．３１５７ １９２．８３９１ ２５３．７１９２ ３７６．７８８５

３００ １９．３６２４ ８８．７７６４ ９４．７２３２ １９７．７７１７ ２５６．１７２９ ３８０．３２３４

图３　不同长宽比和宽厚比下含单层 ＭＦＣ的层合板的前６阶固有频率

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｆｉｒｓｔｓｉｘｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｗｉｔｈｓｉｎｇｌｅｌａｙｅｒＭＦＣｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｔｉｏｏｆｌｅｎｇｔｈｔｏｗｉｄｔｈａｎｄ

ｗｉｄｔｈｔｏｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
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图４　不同长宽比和宽厚比下含两层 ＭＦＣ的层合板的前６阶固有频率

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｆｉｒｓｔｓｉｘｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｗｉｔｈｄｏｕｂｌｅｌａｙｅｒＭＦＣｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｔｉｏｏｆｌｅｎｇｔｈｔｏｗｉｄｔｈａｎｄ

ｗｉｄｔｈｔｏｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图５　不同边界条件和宽厚比下含单层 ＭＦＣ的层合板的基频

Ｆｉｇ．５　ＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｌａｍｉｎａｔｅｗｉｔｈｓｉｎｇｌｅｌａｙｅｒＭＦＣｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄｒａｔｉｏｏｆｗｉｄｔｈｔｏ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
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开路情况下含有单层 ＭＦＣ的［０／９０／０／９０／ＭＦＣ］层

合板和含有两层 ＭＦＣ的［ＭＦＣ／０／９０／０／９０／ＭＦＣ］

层合板的基频结果。其中：４种边界条件分别为悬

臂、四边简支、邻边简支固支和四边固支。可以看

出，同一种边界条件下，随着宽厚比的增大，系统的

基频逐渐减小；宽厚比相同、边界条件不同情况下，

系统基频的值也不相同，四边固支边界条件下的结

果最大。

图６　不同边界条件和宽厚比下含两层 ＭＦＣ的层合板的基频

Ｆｉｇ．６　ＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｌａｍｉｎａｔｅｗｉｔｈｄｏｕｂｌｅｌａｙｅｒＭＦＣｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄｒａｔｉｏｏｆｗｉｄｔｈ

ｔｏｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

３　结束语

笔者在一阶剪切变形理论的基础上，提出考虑

Ｚｉｇｚａｇ函数影响的位移场，适合于对含压电智能层

ＭＦＣ的纤维增强复合材料层合板的研究。对于带

压电智能材料层 ＭＦＣ的复合材料层合板，其铺层

方式对系统自由振动的固有频率的影响占主要因

素。ＭＦＣ智能材料在不同边界条件下对复合材料

层合板自由振动都有影响。系统的固有频率会随着

长宽比和宽厚比的增加而减小。ＭＦＣ智能材料通

电后会对系统的固有频率产生一定的影响，可以通

过控制 ＭＦＣ智能材料的通电电压来实现对复合材

料层合板振动特性的控制。
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