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摘要
"

为提高大型复杂结构不确定性分析的计算效率"提出了一种考虑参数区间不确定性的改进自由界面子结构

模态综合法'首先"根据系统特点将其划分为若干子结构"采用摄动法对含有区间不确定性参数的子结构进行分

析"为减小模态截断误差"考虑剩余柔度的影响"通过构造
%

组与低阶模态加权正交的等效高阶模态集"避免了直

接对系统刚度矩阵进行求逆的计算过程"解决了含有刚体位移时的子结构剩余柔度矩阵的求解问题(其次"根据界

面连续性条件"得到考虑参数区间不确定性的系统模态综合方程(最后"分别采用本研究所提出的方法以及
2'*13

B+),'

法对某钢架桥模型进行了不确定性分析'计算结果表明"本研究方法在保证计算精度的同时可以有效提高

模型计算效率'

关键词
"

不确定性(自由界面(子结构模态综合法(摄动法(

2'*13B+),'

法

中图分类号
"
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引
"

言

近几十年来"有限单元法已经广泛应用于确定性

结构的动力学分析中"但在结构实际设计加工过程

中"不可避免地会引入一些不确定性因素"例如试件

加工过程中引入的几何尺寸误差"或者不同批次同一

材料的分散性等"导致传统的确定性模型对结构动力

学特性进行的分析和预测通常难以获得理想的效果'

因此"引入不确定性因素开展动力学建模和分析是解

决这一问题的有效方法'随着工程结构逐渐趋于大

型化和复杂化"采用有限单元法进行建模往往会离散

出几十万甚至上百万规模的自由度数目"直接对这样

大规模的模型进行不确定性分析"需要消耗极大的计

算成本'如何提高大型复杂结构的不确定性分析效

率是当前结构动力学领域亟待解决的热点问题'

子结构模态综合法是一种有效的减缩模型的方

法'随着各种复杂结构动力学问题的出现"子结构模

态综合法也从早期只针对线性系统的理论体系)

%?A

*

"

逐渐在大型复杂结构动力学优化)

!

*

!一般黏性阻尼结

构振动分析)

<?#

*及局部非线性结构动力学分析)

G?@

*等

方面表现出很好的应用前景'子结构模态综合法的

基本思路是将结构划分为若干子结构"通过对子结构

分别进行模态减缩后"再根据界面协调条件组装成降

阶后的综合模型'由于各个子结构之间是相对独立

的"因此通常对涉及不确定性因素的子结构分别进行

分析"而对其余一些确定性子结构采用传统方法进行

分析"最后通过模态综合将子系统中的不确定参数的

影响传递至综合方程中"这样可以显著降低大型复杂

结构的不确定性分析规模"提高分析效率'

H3)435

等)

I

*采用区间与模糊有限元法对含有不确定性参数

的结构进行了特征值及频响分析"并通过子结构模态

综合法对不确定性模型进行了模型减缩'

H/+**/*/

等)

%"

*基于子结构模态综合法提出了一种针对模糊参

数模型的不确定性分析方法'

F/*>3

等)

%%

*给出了基

于
B)+/

8

?

D+5

J

1'*

法的结构不确定性分析框架"对不

同类型的不确定性问题进行了分析"计算结果显示"

利用子结构模态综合法分析不确定性问题具有很好

的效果'

C)+*

等)

%$

*提出了一种基于
K/1L

基的子结构

模态综合方法"并通过其对具有随机阻尼特性系统的

鲁棒性进行了分析'

以上的研究多为通过固定界面模态综合法来提

高模型不确定性分析的效率"然而在实际操作中"有

时需要通过实测响应反演子结构不确定参数的区间

范围"再通过综合将不确定性传递到总体系统中"从

而完成对整体结构不确定性的定量分析'一般而
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言"试验中固定界面的边界条件实现起来较为困难"

这很大程度地限制了固定界面模态综合法在复杂结

构系统不确定性分析中的应用'针对上述问题"笔

者提出采用改进的自由界面子结构模态综合法对具

有参数区间不确定性的问题进行分析'
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考虑参数区间不确定性的子结构摄

动方程
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自由度无阻尼动力学系统的运动方程通常可
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根据摄动法"当结构参数发生小范围变化后"子

结构的质量矩阵!刚度矩阵及模态
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阶摄动表达
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加权正交向量集的构造
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'由此便构造了与系统矩

阵都加权正交的等效高阶模态集
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剩余柔度矩阵与界面协调方程

定义
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为所要保留的低阶模态坐标(
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含在保留的低阶模态中(而
#

为构造出来的等效高

阶模态"其中并未包含刚体模态"所以式%
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&中的
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仅与高阶模态有关"为可逆矩阵'因此"

通过式%
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&可以求解存在刚体位移时的子结构剩余

柔度矩阵'
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动表达式"再通过其逆矩阵的
%

阶近似展开可得

%

#

-

&

+

%

#

)%

#

)

"

""

#

"

&%

#

)

""

#

&%

#

)

""

#

&*

+

%

#

%

#

)

"

#

)

#

)

&

+

%

+

)%

#

)

"

#

)

#

)

&

+

%

"

#

"

#

)

#

)

"""

%

#

)

"

#

)

#

)

&

+

%

#

)

"

"

#

#

)

"

%

#

)

"

#

)

#

)

&

+

%

#

)

"

#

)

"

#

&*

.

%

#

)

"

#

)

#

)

&

+

%

#

#

)

% &

-

+

%

""

%

#

-

&

+

%

%

$A

&

""

同理可以得到剩余柔度矩阵的摄动表达式为
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将广义物理坐标分为内部坐标与界面坐标"则
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子结构综合方程的构造
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这里不考虑界面处存在外载荷及附加质量"则
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"
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根据式%
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&可以得到

"
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&
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+
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&
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/

+$

/
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%
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%
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%
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&
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/

0$

/

0

""
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,0$,0

%
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&

""

若不考虑外载荷作用"并将式%

AA

&代入式%

A@

&

与式%

AI

&"经化简"可得综合方程为

/
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记
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"
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#
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/
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综合方程的区间不确定性分析

利用摄动法"容易得到综合方程的特征值
%
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摄动表达式为

"#

,

#

0

"

C

,

"

*

#

+

$

#

,

"

/

% &

%

0

"

,

0

"

C

,

/

%

0

"

,

%

!@

&

其中#

$

#

,

"

0

"

,

为不含摄动项的综合方程的特征值和

特征向量'

这里对0

"

关于/

%

做归一化处理"将
"

*

#

和
"

/

%

记作
1

'

/

#

%

2

*

#

2%

/

"%

/

和
1

'

/

#

%

2

/

%

2%

/

"%

/

的形式"则得到
"#

,

的

区间范围为

"#

(

,

#

1

'

/

#

%

0

"

C

,

2

*

#

2

&

/

+

$

#

,

2

/

%

2

&

% &

/

0

"

,

!%

/

*

!

%

!I

&

""

按照区间运算规则给出
"

$

#

"

"

$

#

$

#

)

的区间"便可以

得到子结构参数变化时减缩模型的固有频率变化区

间及参数不确定性对结构固有频率的影响程度'

)

"

数值算例

)9$

"

模型说明

""

图
%

所示为某钢架桥有限元模型%

-/*/133,3

?

53*15'Q3,

"简称
RS2

&"该桥总长约为
%"@5

"桥

宽约为
%%9$5

'采用空间两节点梁单元对其进行

建模"梁单元截面形状均为空心圆"桥梁左!右两端

部以及桥墩底部为约束端'

如图
$

和图
A

所示"将该桥梁结构划分为
$

个

子结构#子结构
+

包含
%$#

个梁单元"

<"

个节点(子

结构
0

包含
%%%

个梁单元"

!"

个节点'相关材料及

结构尺寸参数如表
%

所示'

图
%

"

某钢架桥有限元模型

R/

8

9%

"

CT3RS2'-+0)/Q

8

3

图
$

"

桥梁子结构
+

R/

8

9$

"

CT3;'5

J

'*3*1+

图
A

"

桥梁子结构
0

R/

8

9A

"

CT3;'5

J

'*3*10

表
$

"

桥梁结构有限元模型参数

*+,&$

"

*-.

/

01

/

.023.4152-.678

参数名称 数值 参数名称 数值

弹性模量$
HU+ $%"

两侧桥架截面内径$
5 "9%!

泊松比
"9A

两侧桥架截面外径$
5 "9%#

密度$%

>

8

.

5

NA

&

G@""

上侧桥架截面内径$
5 "9%A

桥面截面内径$
5 "9!!

上侧桥架截面外径$
5 "9%<

桥面截面外径$
5 "9<$

桥墩截面内径$
5 "9#

桥框截面内径$
5 "9A@

桥墩截面外径$
5 "9G

桥框截面外径$
5 "9!"

)&'

"

模态分析

采用本研究方法对该钢架桥模型进行结构动力

学特性分析'分别保留每个子结构的前
%"

"

%<

"

$"

和

$<

阶低阶模态进行模态综合"通过特征值分析可以

得到结构的固有频率'表
$

给出了模态综合模型计

算得到的结构固有频率和完全有限元模型计算得到

的结构固有频率'定义
&#

'

.

+'

0

'

0

$

%""V

"对本

研究方法所计算得到的固有频率进行误差分析"其

中#

'

.

为采用本研究方法计算得到的固有频率(

'

0

为

采用完全有限元模型计算得到的固有频率'

图
!

所示为保留前
%"

"

%<

"

$"

和
$<

阶低阶模态

所计算得到的前
%$

阶固有频率的误差对比"其中
%

为用于构造综合模型所保留的低阶模态数'由图
!

可以看出"随着保留低阶模态数目的增加"通过本研

表
'

"

综合模型与完全有限元模型计算结果比较

*+,&'

"

91:

/

+0341;152-..3

<

.;=+>?.4501:2-.

/

0.4.;2.@

:.2-1@+;@2-.5?>>678

"

FL

模态

阶数
%O%" %O%< %O$" %O$<

完全

有限元法

% $9@@" $9@@" $9@@" $9@@" $9@G$

$ $9@I" $9@I" $9@I" $9@I" $9@@$

A <9%I@ <9%I< <9%I< <9%I< <9%I!

! <9$<@ <9$<% <9$<% <9$<% <9$!I

< #9""" <9II@ <9II# <9II# <9II<

# #9"$G #9"$$ #9"$" #9"$" #9"%@

G G9I%% G9I"I G9I"G G9I"# G9I"!

@ G9I@A G9I@% G9I@" G9I@" G9IG@

I @9IG@ @9I<@ @9IA$ @9I$I @9I$#

%" I9#"< I9<G< I9<!G I9<!< I9<!A

%% %"9$%$ %"9$"A %"9$"$ %"9$"% %"9%I@

%$ %"9A$" %"9$!$ %"9$!% %"9$AI %"9$AG

图
!

"

固有频率相对误差

R/

8

9!

"

B'5

J

+)/4'*'-3))')-')*+1()+,-)3

W

(3*;/34

$"%%

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断
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究方法所计算得到的固有频率的计算精度也逐渐提

高'总体的计算误差都保持在
%V

以内"且当保留

的低阶模态数目达到
$<

阶时"计算的误差可以降低

到
!X

以内"与完全有限元模型的计算结果吻合度

非常高'

表
A

对减缩模型以及完全有限元模型在进行特

征值分析时的计算效率进行了对比'由表
A

可以看

出"采用完全有限元模型计算结构固有频率所需的

时间约为
$$!G54

(而采用本方法计算结构固有频

率在选取
%

#

$<

时所需时间约为
#I9G54

"约为完全

有限元法计算时间的
AV

"在保证计算精度的同时"

计算效率得到了显著提升'

表
(

"

子结构模态综合法与完全有限元法计算效率比较

*+,&(

"

91:

/

+0341;152-.9AB23:.C1;4?:.@,.2D..;2-.

4

E

;2-.434:1@.>4+;@5?>>67:1@.>

比较项目
子结构模态综合法

%O%"%O%<%O$"%O$<

完全

有限元法

计算时间$
54 $"9$ !!9# <$9# #I9G $$!G9"

计算时间比率$
V "9I $9" $9A A9% N

)&(

"

不确定性分析

这里考虑子结构
+

"

0

的弹性模量
1

为具有不

确定性的有界变量"其区间为

1

(

,

#

)

1

)

+

(

1

)

"

1

)

"

(

1

)

*

""

%

,

#

+

"

0

&

其中#

1

)

O$%"HU+

'

表
!

给出了
(

O<V

时采用本研究方法和采用

%""

次
2'*13B+),'

模拟得到的频率区间'由表
!

可以看出"当对该结构参数即弹性模量按中心值

$%"HU+

上!下
<V

的区间变化时"由本方法得到的

各阶固有频率区间范围和
2'*13B+),'

法得到的固

有频率区间范围非常接近'

""

定义3

&#

$

'+'

)

'

)

$

%""V

与
&#

'+'

)

'

)

$

%""V

对本研究方法计算所得到的固有频率区间

上!下界相对中心值的相对变化量进行分析"其中#

'

)

为确定性模型计算得到的模型固有频率(

$

'

与
'

分别为相应固有频率的区间上!下界'由图
<

可以

看出"当该结构弹性模量小范围变化时"采用本研究

表
)

"

&

FGH

时各阶固有频率区间

*+,&)

"

91:

/

+0341;152-.3;2.0=+>501:2-.

/

0.4.;2.@:.2-1@

+;@2-.81;2.9+0>1:.2-1@D-.;

&

FGH

模态阶数
本研究方法得到的

模态频率区间

2'*13B+),'

法得到的

模态频率区间

%

)

$9@"#

"

$9I<A

* )

$9@%!

"

$9I!!

*

$

)

$9@%<

"

$9I#!

* )

$9@$A

"

$9I<!

*

A

)

<9"#%

"

<9A$@

* )

<9"G"

"

<9A$%

*

!

)

<9%%@

"

<9A@A

* )

<9%$A

"

<9AG@

*

<

)

<9@!A

"

#9%!@

* )

<9@!I

"

#9%!$

*

#

)

<9@#G

"

#9%G%

* )

<9@G%

"

#9%#G

*

G

)

G9G"A

"

@9%"G

* )

G9G%!

"

@9"I@

*

@

)

G9GG#

"

@9%@$

* )

G9GI"

"

@9%G!

*

I

)

@9#@#

"

I9%#%

* )

@9G""

"

I9%!G

*

%"

)

I9$@%

"

I9GI@

* )

I9$II

"

I9GG!

*

%%

)

I9IAG

"

%"9!<I

* )

I9I!#

"

%"9!<"

*

%$

)

I9I#I

"

%"9<"!

* )

I9I@A

"

%"9!I"

*

方法得到的各阶固有频率相对于中心值参数对应的

频率的变化区间略大于由
2'*13B+),'

方法得到的

变化区间"为可以接受的范围'另外"采用
2'*13

B+),'

进行
%""

次模拟耗时约需
%%"5/*

"而采用本

研究方法仅需
%

次计算"耗时仅约
$5/*

"计算效率

得到了显著提高'

图
<

"

(

O<V

时各阶固有频率相对变化量的包络线

R/

8

9<

"

CT33*Y3,'

J

34'-;T+*

8

3)+13'-*+1()+,-)3

W

(3*

?

;/34ZT3*

(

O<V

图
#

给出了前
#

阶固有频率随
(

值增加的区间

边界的变化趋势"可以看出"随着
(

值的增加"频率

的区间变化也越来越大'同样可以看出"本方法得

到的区间包含了
2'*13B+),'

方法得到的区间'
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图
#

"

系统前
#

阶固有频率随
(

变化的区间边界包络线

R/

8

9#

"

CT33*Y3,'

J

34'-1T3-/)414/[*+1()+,-)3

W

(3*;/34

G

"

结
"

论

%

&在综合过程中"考虑了剩余柔度的影响"并

通过构造
%

组与子结构低阶模态加权正交的假设高

阶模态集"避免了传统自由界面方法中需要对系统

刚度矩阵直接求逆的过程"解决了子结构存在刚体

位移时的剩余柔度矩阵的求解问题'

$

&采用摄动法对子结构进行分析"结构参数的

不确定性可以通过子结构传递到综合方程中'通过

数值算例可以看出"本研究方法计算所得到的固有

频率区间范围与
2'*13B+),'

数值模拟的结果吻合

得很好'

A

&采用本研究方法可以大幅降低不确定性分

析的模型规模"且无需像
2'*13B+),'

法一样需要

多次重复计算"显著提升了计算效率'
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