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摘要 为了研究推焦装置振动的机理，建立了一个两自由度的摩擦自激振动模型。采用李雅普诺夫稳定性理论获

得了推焦系统的临界失稳速度，并对推焦系统的稳定性进行了分析，通过理论计算求取了推焦系统的临界黏滑速

度，并对推焦系统的黏滑运动进行了分析。通过分析不同驱动速度下系统的稳定性和黏滑运动特性，对理论计算结

果进行了验证。鉴于动静摩擦因数变化对推焦系统稳定性和黏滑运动的影响，采用数值仿真的方法获取了摩擦因

数变化情况下系统的相图和 Poincare 截面图，采用虚拟样机技术获得了在不同摩擦因数下推焦装置的速度响应曲

线图。结果表明，动静摩擦因数差值的减小有利于推焦系统稳定性的提高，但无法改善推焦装置的黏滑振动现象。
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引 言

大多数机械系统中都存在着摩擦引起的振动和

噪声现象［1］，包括汽车制动系统、齿轮啮合系统、丝

杠传动系统等常用的机械装置［2⁃4］。机械装置摩擦

接触面间产生的振动会导致接触界面的磨损和破

坏，在某些情况下甚至会导致机械系统的失效。焦

炉推焦装置的功能是将焦炉中成熟的红焦从炭化室

中推出，推焦杆通过滑履与炭化室地面接触，在推焦

作业过程中滑履与地面之间会产生强烈的摩擦，导

致推焦装置产生复杂的振动。该振动一方面会引起

噪声污染，另一方面也会加剧部件的疲劳和磨损，致

使推焦系统的稳定性变差并且出现黏滑运动现象。

稳定性变差指在工作过程中推焦装置的重心位置发

生较大的改变，工程中表现为装置的垂直方向跳动

和左右摇摆现象。黏滑运动指推焦装置在行进过程

中出现的速度忽快忽慢的现象，表现为推焦装置的

低频颤振。建立动力学模型［5⁃6］是研究摩擦自激振

动系统不稳定性及黏滑运动的一个重要手段，而且

有助于设计控制器来消除系统的不稳定性和黏滑运

动。目前，已经建立了一些摩擦自激振动模型用来

解释不同的摩擦现象，如预滑动位移模型、Stribeck
摩擦效应模型、黏滑运动模型和滞回效应模型［7］。

预滑动位移模型主要描述静态阶段发生的微观运

动。在系统处于稳定的低速状态下，摩擦力随相对

速度的增加先减小后增大，摩擦力的这种下垂特性

称为“Stribeck摩擦效应”。一般情况下，在系统处于

稳定状态下滑动摩擦力的数值是单值的；而在滑动

速度振荡的非稳定状态下则是多值的，并且摩擦力

响应曲线在减速和加速阶段具有不同的路径。在滑

动状态下，迟滞环也称为摩擦记忆迟滞环，根据相对

加速阶段摩擦力是否大于相对减速阶段的摩擦力，

可以分为顺时针方向［8］和逆时针方向［9］两种形式。

到目前为止，还没有通用的理论模型能够完全解释

摩擦引起的振动现象。推焦作业过程属于一种典型

的滑动摩擦，对于焦炉推焦系统还存在着动力学模

型缺乏、振动理论的研究不够深入等问题［10］。因

此，研究推焦系统的振动机理具有很强的理论和工

程应用价值。

1 焦炉推焦自激振动系统建模

推焦装置是将炭化室内的红焦推出炭化室的具

体执行机构，其主要结构包括推焦杆、齿轮齿条传动

机构、滑履、支棍和推焦头。推焦装置的具体结构如

图 1所示。其中，推焦杆是推焦装置的核心构件，笔
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者研究的 6.25 m捣固焦炉设备中推焦杆的重量约

为 40 t，长为 27 m，宽为 0.34 m，高为 1.05 m。根据

推焦系统的实际工作情况，笔者建立了一个两自由

度的摩擦自激振动力学模型，如图 2所示。传送带

以恒定速度 v0向单一方向移动，传送带上有一滑块

m，该滑块受到恒定的法向力N作用，在竖直方向通

过两个线性弹簧 k1和 k2连接到竖直位置的固定端，

在水平方向通过阻尼 c和弹簧 k3将其连接到水平位

置的固定端，滑块和带之间的摩擦力 F为滑块提供

驱动力。

该模型的运动微分方程可由式（1）给出
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m
d2 x
dt 2 + c

dx
dt + k3 x-( k1 x cos2α1 +

k1 y sinα1 cosα1 )+ k2 x cos2α2 +
k2 y sin α2 cos α2 - F= 0

m
d2 y
dt 2 + k1 x cosα1 sinα1 + k1 y sin2α1 +

k2 x cosα2 sinα2 + k2 y sin2α2 - N = 0

（1）

其中：F为作用在滑块上的摩擦力。

使用式（2）的 Stribeck摩擦模型［11］进行计算，F

定义为

{F= μ ( vr )N

μ ( vr )=-μs sgn ( vr )+
3( μs- μm )
2vm

vr-
( μs- μm )
2v3m

v3r

（2）
其中：vr= ẋ- v0表示滑块与传送带之间的相对滑

动速度；μs为静摩擦因数；μm为动摩擦因数，μs≥ μm

N表示摩擦表面之间的正压力；vm为最小动摩擦因数

对应的滑动速度，并且满足 | μ ( 0 ) | ≤ μs，| μ ( vm ) |=
μm，μ′( vm )= 0， μ (-vr )=-μ ( vr )，μ′(-vr )= μ′( vr )，
μ′= dμ dvr。

滑块在移动带上静止时的相对速度 vr的数值为

0，当滑块在带上开始滑动时，摩擦力数值最初减

小，而后随着速度的增加而增加。

2 系统的稳定性和黏滑运动特性理论

分析

设 ω 0 = k3 m，可以获得式（3）所示的无量纲

变量和参数
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τ= ω 0 t

X = xk3/N
Y = yk1/N
β1 = k1/k3
β2 = k2/k3
γ= cω 0/k3

（3）

将式（3）代入式（1），求得系统运动微分方程的

无量纲表达式为
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d2X
dτ 2 + γ

dX
dτ +(1- β1 cosα21 + β2 cosα22 ) X +

( β 2 sinα2 cosα2 - β1 sinα1 cosα1 )Y - μ= 0
d2Y
dτ 2 +( sin

2α1 +
β2
β1
sin2α2 )Y +

( cosα1 sinα1 +
β2
β1
cosα2 sinα2 ) X - 1= 0

（4）

其中：

μ=-μs sgn ( )dX
dτ - v0 +

3( μs- μm )
2vm ( )dX

dτ - v0 -

μs- μm
2v3m ( )dX

dτ - v0
3

。

根据常微分方程理论，任何正规高阶微分方程

都可以转化为等价的 1阶微分方程组。故对系统的

微分方程进行等价变换，可以令

ì
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ï

X = Z 1
dX/dτ= Z 2
Y = Z 3
dY/dτ= Z 4

（5）

把式（5）代入式（4），可以得到如式（6）所示的 1
阶微分方程组

图 1 推焦装置结构示意图

Fig.1 The schematic diagram of the coke pushing device

图 2 推焦系统的力学模型

Fig.2 Mechanical model of the coke pushing system
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dZ 1/dτ= Z 2
dZ 2/dτ=-γZ 2 -(1- β1 cos2α1 + β2 cos2α2 )Z 1 -

( β 2 sinα2 cosα2 - β1 sinα1 cosα1 )Z 3 + μ

dZ 3/dτ= Z 4

dZ 4/dτ=-( sin2α1 +
β2
β1
sin2α 2 )Z 3 -

( cosα1 sinα1 +
β2
β1
cosα2 sinα2 )Z 1 + 1

（6）
当系统输入速度足够大时，在摩擦力和弹簧力

的作用下，滑块处于静平衡状态。在这种平衡状态

下，系统初始条件设为：Ẋ = 0，Ẏ = 0，并且符号函

数 sgn ( vr )=-1。系统参数值设置如下：μs =0.8，
μm=0.6，vm= 0.45 m/s。利用李雅普诺夫稳定性

理论分析了系统平衡点的稳定性。当 Ẋ = 0，Ẏ = 0
时，由式（6）可求得系统的平衡点为
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Z 10 = 0.8- 0.67v0 + 1.097v30
Z 20 = 0
Z 30 = 0.67
Z 40 = 0

（7）

将式（6）右端展开成泰勒级数，并略去二次以上

的项，可以得到系统的 1阶近似微分方程的雅可比

矩阵为

A=

é
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êê
ê
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0 1 0 0
a21 a22 a23 0
0 0 0 1
a41 0 a43 0

（8）

系 统 的 无 量 纲 参 数 设 置 如 下 ：β1 = β2 =
0.001，γ= 0.02，α1 = π 3，α2 = 2π 3。将上述参数

代入式（8）可得矩阵A的特征方程为

| λE- A |= λ4 +( 3.291v20 - 0.65 ) λ3 + 2.5λ2 +
( 4.936 5v20 - 0.975 ) λ+ 1.5= 0

（9）

根据Hurwitz理论，通过求解 3.291v20- 0.65= 0，
可求得系统临界失稳速度为 v0=vb0=0.444 4 m/s。
由此可知，当推焦系统的运行速度低于该临界值

时，系统的平衡点失稳，易产生黏滑振动。当推焦

系统的运行速度高于该临界值时，系统稳定在平

衡点，且系统进给速度越高，系统稳定性越好。

使用文献［12］中的计算公式可以获得系统的

临界黏滑速度为

vb1 =
Fs- Fm

2π ( c1 + c2 ) km
（10）

其中：Fs-Fm为静摩擦力和动摩擦力的差值；c1+c2
为系统的阻尼；k为系统的等效刚度；m为滑块的

质量。

本研究中各参数为：Fs-Fm=0.2，c1+c2=0.02，
k=1，m=1。将以上各参数数值带入式（10）可求得

系统的临界黏滑速度为 0.564 3m/s。理论分析表明，

当系统驱动速度低于该临界值时，滑块在运行过程

中会出现黏滑运动现象；当系统驱动速度高于该临

界值时，滑块在运行过程中不会出现黏滑运动现象。

为了对理论计算结果进行验证，笔者采用数值

计算的方法求解了式（4）给出的焦炉推焦系统的运

动方程，分析了不同驱动速度下系统的稳定性和黏

滑运动特性。推焦系统仿真参数设置如下：β1=
β2=0.001，γ =0.02，α1= π/3，α2=2π/3，M=1，
Kx=1，Ky=1.5。在推焦系统中推焦装置材料为

Q235钢，炭化室地面为耐火砖，实际工作中炭化室

内温度在 1 000℃左右。推焦装置和耐火砖之间通

过红焦接触，其表面情况非常复杂，根据企业工程实

际经验，动静摩擦因数分别设定为［13］μs =0.8，μm=
0.6。系统初始条件满足 X = 0，Ẋ = 0，Y = 0，Ẏ =
0。系统驱动速度分别设置为：0.35，0.42，0.5，0.54，
0.6，0.65 m/s。对系统进行仿真，获得的相图如图 3
所示。

图 3 不同驱动速度下的系统相图

Fig.3 The phase diagrams with different excitation speeds
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由图 3可知，驱动速度不同时，系统响应的数

值计算结果也不同。从图 3（a，b）中可以看出，当

系 统 驱 动 速 度 低 于 系 统 临 界 失 稳 速 度 v0=vb0=
0.444 4 m/s时，系统处于不稳定状态，而且存在明

显的黏滑运动现象；从图 3（c，d）中可以发现，当系

统驱动速度高于系统临界失稳速度而低于系统的

临界黏滑速度 0.564 3m/s时，系统稳定在平衡点，

黏滑运动依然很明显；图 3（e，f）的相图表明，当系

统驱动速度高于系统临界失稳速度和临界黏滑速

度时，系统稳定在平衡点，同时不会出现黏滑运动

现象。

通过推焦作业现场实际测试，发现推焦过程中

推焦装置的平均工作速度一般为 0.25~0.45m/s，该
值低于系统的临界失稳速度和临界黏滑速度，表明

推焦作业过程中容易发生黏滑振动现象。根据企业

工程技术人员的现场经验，认为动静摩擦因数的差

值可能对推焦装置的稳定性和黏滑振动有重要的影

响，因此笔者采用数值仿真的方法详细分析了动静

摩擦因数差值的变化对推焦装置稳定性和黏滑特性

的影响。

为了更全面地分析问题，笔者将摩擦因数的变

化分成了两种情况进行讨论：①在不改变静摩擦因

数的前提下，通过增大动摩擦因数的方法来减小动

静摩擦因数的差值；②在不改变动摩擦因数的前提

下，通过减小静摩擦因数的方法来减小动静摩擦因

数的差值。

3 动静摩擦因数变化对焦炉推焦系统

稳定性的影响

3.1 静摩擦因数不变而动摩擦因数增大

仿 真 系 统 参 数 设 置 为 ：β1= β2=0.001，γ=
0.02， α1= π/3， α2=2π/3， v0=0.4 m/s，M=1，
Kx=1，Ky=1.5，μs=0.8。 系 统 满 足 如 下 初 始 条

件：X = 0，Ẋ = 0，Y = 0，Ẏ = 0。系统的静摩擦因

数 减 去 动 摩 擦 因 数 的 差 值 分 别 取 为 ：0.2，0.1，
0.05，0.02，0.01，0.001。对系统进行仿真，获得的

相图如图 4所示，获得的 Poincare截面图如图 5所
示。从图 4中可以看出，随着动静摩擦因数差值的

不断减小，极限环外部的相轨迹逐渐卷向极限环，

而且极限环不断地缩小，表明系统由不稳定状态逐

渐转为稳定状态。由图 5 中的 Poincare截面图可

知，在不同动静摩擦因数差值的情况下，系统都能

图 4 静摩擦因数不变而动摩擦因数增大工况下的相图

Fig.4 The phase diagrams with the condition of constant static
friction factor and increasing dynamic friction factor

图 5 静摩擦因数不变而动摩擦因数增大工况下的的 Poin⁃
care截面图

Fig.5 The Poincare sectional views with the condition of constant
static friction factor and increasing dynamic friction factor

597



振 动、测 试 与 诊 断 第 41 卷

够进行准周期运动。

3.2 动摩擦因数不变而静摩擦因数减小

仿 真 系 统 参 数 设 置 为 ：β1= β2=0.001，γ=
0.02， α1= π/3， α2=2π/3， v0=0.4 m/s，M=1，
Kx=1，Ky=1.5，μm=0.6。系统满足如下初始条

件：X = 0，Ẋ = 0，Y = 0，Ẏ = 0。系统的静摩擦因

数 减 去 动 摩 擦 因 数 的 差 值 分 别 取 为 ：0.2，0.1，
0.05，0.02，0.01，0.001。对系统进行仿真，获得的

相图如图 6所示，获得的 Poincare截面图如图 7所
示。由图 6可以看出，随着动静摩擦因数差值的逐

渐减小，极限环外部的相轨迹逐渐卷向极限环，而

且极限环不断地缩小，表明系统由不稳定状态逐渐

转为稳定状态。由图 7中的 Poincare截面图可知，

在不同的动静摩擦因数差值情况下，系统都能够进

行准周期运动。

4 动静摩擦因数变化对焦炉推焦系统

黏滑运动特性的影响

由图 4和图 6的相图分析结果可知，在改变动静

摩擦因数差值的情况下，系统的黏滑运动现象一直

存在。为了定量表征动静摩擦因数变化对焦炉推焦

系统黏滑运动特性的影响，本节采用多体动力学仿

真的方法对其进行了研究。

4.1 静摩擦因数不变而动摩擦因数增大

推焦系统仿真参数设置为：m=4.12×104 kg，
v0=0.5 m/s，k1=7.433×103 N/m，k2=7.433×103

N/m，k3=7.433×106 N/m，c=3.5×102（ N∙s）/m，

μs=0.8。滑履与炭化室地面间静摩擦因数减去动摩

擦因数的差值分别取为：0.3，0.25，0.2，0.15，0.1，
0.05。采用ADAMS仿真软件对推焦装置进行动力

学仿真获得的推焦装置速度响应曲线如图 8所示。

从图 8中可以明显地看出，随着动静摩擦因数差值

的减小，推焦装置的黏滑运动现象越来越严重，从最

初的只发生在前 4s的时间，到最后在整个 10s时间

内均发生了黏滑运动。

4.2 动摩擦因数不变而静摩擦因数减小

推焦系统仿真参数设置为：m=4.12×104 kg，

图 6 动摩擦因数不变而静摩擦因数减小工况下的 相图

Fig.6 The phase diagrams with the condition of constant dy⁃
namic friction factor and decreasing static friction factor

图 7 动摩擦因数不变而静摩擦因数减小工况下的 Poincare
截面图

Fig.7 The Poincare sectional views with the condition of
constant dynamic friction factor and decreasing static
friction factor
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v0=0.5 m/s， k1=7.433×103 N/m， k2=7.433×
103 N/m，k3=7.433×106 N/m，c=3.5×102（N∙s）/
m，μm=0.6。滑履与炭化室地面间的静摩擦因数减

去动摩擦因数的差值分别取为：0.3，0.25，0.2，
0.15，0.1，0.05。采用 ADAMS仿真软件对推焦装

置进行动力学仿真获得的推焦装置速度响应曲线如

图 9所示。由图 9可知，在动静摩擦因数差值较大的

情况下，推焦装置发生黏滑振动现象的时间比较短；

在动静摩擦因数差值不断减小的情况下，推焦装置

的黏滑运动现象逐渐增多。

5 结 论

1）利用李雅普诺夫稳定性理论分析了系统的

稳 定 性 ，计 算 求 得 系 统 的 临 界 失 稳 速 度 为

0.444 4 m/s。通过理论公式计算了系统的临界黏滑

速度，其值为 0.564 3m/s。当系统驱动速度小于

0.444 4 m/s时，系统将发生失稳。当系统驱动速度

小于 0.564 3 m/s时，系统会发生黏滑运动。

2）动静摩擦因数的差值对系统的稳定性有很

大的影响，无论通过增大动摩擦因数还是减小静摩

擦因数使得动静摩擦因数差值减小，都能促进系统

趋近稳定状态。

3）动静摩擦因数的差值对系统的黏滑运动也

有一定的影响，减小动静摩擦因数的差值并不能减

轻系统的黏滑运动现象，反而有可能使系统振动

加剧。

4）为了提高推焦系统的稳定性，可以通过提高

装置的制造和安装精度来提高推焦杆下表面的平面

度，使推焦杆的下表面尽可能平行于炭化室地面；也

可以采用耐磨和耐热性好、强度高的材料作为滑履

底部材料，以减小滑履和炭化室地面的摩擦。为了

减轻推焦系统的黏滑运动，可在推焦装置投产前及

维护阶段对炭化室地面的耐火砖进行打磨，尽可能

使炭化室地面保持平整；改进滑履结构使其可以根

据炭化室地面的工况，自动调整滑履底面和炭化室

耐火砖的接触面来减小摩擦。

参 考 文 献

［1］ WANG D，MO J，ZHANG Q，et al. The effect of the

图 8 静摩擦因数不变而动摩擦因数增大工况下的速度响应

曲线

Fig.8 The velocity response curves with the condition of con⁃
stant static friction factor and increasing dynamic fric⁃
tion factor

图 9 动摩擦因数不变而静摩擦因数减小工况下的速度响应

曲线

Fig.9 The velocity response curves with the condition of con⁃
stant dynamic friction factor and decreasing static fric⁃
tion factor

599



振 动、测 试 与 诊 断 第 41 卷

grooved elastic damping component in reducing friction-

induced vibration［J］. Tribology International，2017，
110：264-277.

［2］ KINKAID N，O'REILLY O，PAPADOPOULOS P.
Automotive disc brake squeal［J］. Journal of Sound and
Vibration，2003，267（1）：105-166.

［3］ VAISHYA M，SINGH R. Sliding friction-induced non-

linearity and parametric effects in gear dynamics［J］.
Journal of Sound and Vibration， 2001， 248（4）：

671-694.
［4］ VAHID-ARAGHI O，GOLNARAGHI F. Friction-

induced vibration in lead screw drives［M］. New York：
Springer，2011：85-108.

［5］ 李小彭，鞠行，杨皓天，等 . 基于 Stribeck模型的自激

系统分岔混沌特性研究［J］. 振动、测试与诊断，2014，
34（5）：864-867.
LI Xiaopeng， JU Xing， YANG Haotian， et al.
Stribeck-based study on the bifurcation and chaos of self-
excited vibration system［J］. Journal of Vibration，Mea⁃
surement & Diagnosis，2014，34（5）：864-867.（in Chi⁃
nese）

［6］ 李小彭，李加胜，李木岩，等 . 盘式制动系统参数对制

动 颤 振 的 影 响 分 析［J］. 振 动 、测 试 与 诊 断 ，2017，
37（1）：102-107.
LI Xiaopeng，LI Jiasheng，LI Muyan，et al. Analysis
of the effect of disc brake system parameters on brake
chatter［J］. Journal of Vibration，Measurement & Diag⁃
nosis，2017，37（1）：102-107.（in Chinese）

［7］ SAHA A， WAHI P， BHATTACHARYA B.
Characterization of friction force and nature of
bifurcation from experiments on a single-degree-of-
freedom system with friction-induced vibrations［J］.
Tribology International，2016，98：220-228.

［8］ LAMPAERT V， AL-BENDER F， SWEVERS J.
Experimental characterization of dry friction at low
velocities on a developed tribometer setup for
macroscopic measurements［J］. Tribology Letters，
2004，16（1/2）：95-105.

［9］ GUO K J， ZHANG X G， LI H G， et al. Non-

reversible friction modeling and identification ［J］.
Archive of Applied Mechanics， 2008， 78（10） ：

795-809.
［10］ CHEN J J，SUN H W，GAO H B，et al. Modeling，

stability and stick-slip behaviour analysis of coke
pushing system ［J］. Tribology International， 2019，
136：105-113.

［11］ 李小彭，梁友鉴，孙德华，等 . 系统参数对自激振动系

统动力学稳定性的影响［J］. 东北大学学报（自然科学

版），2015，36（5）：690-694.
LI Xiaopeng，LIANG Youjian，SUN Dehua，et al. Im⁃
pact of the system parameters on self- excited vibration
system dynamic stability［J］. Journal of Northeastern
University（Natural Science），2015，36（5）：690-694.
（in Chinese）

［12］ 龚庆寿 . 进给爬行时临界驱动速度的计算与分析［J］.
机床与液压，2004（6）：110-114.
GONG Qingshou. Analyzing and calculating the critical
driving velocity before climbing phenomenon［J］. Ma⁃
chine Tool & Hydraulics，2004（6）：110-114.（in Chi⁃
nese）

［13］ 张紫瑞，孙桓五，向瑾，等 . 考虑双因素耦合的焦炉推

焦设备振动机理研究［J］. 机械设计与制造，2018（7）：

107-110.
ZHANG Zirui， SUN Huanwu，XIANG Jin， et al.
Study on vibration mechanism of coke oven's coke push⁃
er based on double factors coupling［J］. Machinery De⁃
sign & Manufacture，2018（7）：107-110.（in Chinese）

第一作者简介：陈俊君，男，1986 年 10
月生，博士、讲师。主要研究方向为机

械 振 动 及 故 障 诊 断 。 曾 发 表《Model⁃
ing， stability and stick-slip behaviour
analysis of coke pushing system》（《Tri⁃
bology International》2019，Vol. 136）等

论文。

E-mail：chenjunjun@sxu.edu.cn

600


