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斜拉索倾角对振动法测索力的精度影响
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摘要 现有的基于振动的索力测试方法在推导过程中，多以水平索为模型，未考虑斜拉索倾角对索力识别精度的影

响。为了分析倾角对振动法测索力的精度影响，以两端固支索为例，采用有限差分法求解索的模态参数，并由迭代

法识别索力，研究倾角对索的模态参数和索力识别精度的影响。结果表明，采用第 1阶频率识别小垂度索的索力，

与采用第 1阶或第 2阶频率识别大垂度索的索力时，不考虑倾角的影响，索力识别的误差很大。
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引 言

斜拉索是斜拉桥的重要构件，因易腐蚀和振动

等原因而受到损害，进而影响桥梁安全［1］，识别索力

对斜拉桥的健康监测具有重要意义。现有索力测试

的方法主要有直接法和间接法。直接法指直接测量

斜拉索张力，包括拉脱法、传感器读数法和压力表测

定法等。间接法是通过测定间接物理量来识别索

力，包括磁通量法和振动频率法等。振动频率法由

于简单高效，因而得到广泛应用［1⁃2］。

振动频率法的基本原理是通过识别斜拉索的振

动频率，根据索力和频率之间的特定关系间接得到

索力［1，3］。利用振动频率法识别索力精度受斜拉索

的抗弯刚度、垂度效应、边界条件和倾角等因素的影

响［4］。学者们提出了考虑多种影响因素的索力计算

方法。Ren等［5］考虑抗弯刚度和垂度影响，提出了

基于基频的索力计算公式。Mehrabi等［6］利用有限

差分原理，给出了索在抗弯刚度、垂度及阻尼影响下

的数值解。李国强等［7］考虑边界弹性约束、支座振

动、垂度、抗弯刚度和集中质量等因素，采用数值法

拟合得到索力计算公式。上述方法在推导过程中多

以水平索为模型，未考虑倾角对索力识别精度的影

响。事实上，倾角导致斜拉索沿长度在不同位置的

索力是不同的，上端索力大而下端索力小，且倾角会

对索的垂度产生影响，进而影响索的频率，最终影响

索力识别精度。由于斜拉桥的拉索实际边界约束条

件介于固支与铰支之间，并接近固支［8］，因此笔者以

两端固支索为例，研究倾角对索力识别精度的影响。

1 基本原理

1.1 斜拉索的模态方程及求解

两端固支斜拉索的模型如图 1所示，索的弦线

方向设为 x轴，垂直于弦线方向设为 y轴。斜拉索 y
方向的运动方程［4］为

∂
∂x

é
ë
ê(H + h) ∂z∂x

ù
û
ú- ∂2 ( )EIz̈

∂x2 + m * g cosθ= m * ∂2v
∂t 2

（1）
其中：H为弦线方向的索力；h（t）为由振动引起的索

力的增量；z (x，t) = y (x) + ν (x，t)；y为由索的自重

引起的静挠度；ν (x，t)为由振动引起的 y方向的挠

度；z为沿 y方向的挠度之和；E为索的弹性模量；I
为索的抗弯刚度；m *为单位长度索的质量。

假 定 ν (x，t) = ϕ (x) q ( t)，索 的 变 形 协 调 方

程［9］为

图 1 斜拉索的物理模型(单位:m）
Fig.1 The physical model of the cable (unit: m)
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h ( )ds/dx 3

EA
= ∂μ
∂x +

dy
dx
∂ν
∂x （2）

其中：ϕ (x)为振型函数；q ( t) = eiωt 为广义模态坐

标；A为索的横截面面积；ds= (dx2 + dy 2) 1/2 为索

长的微量；μ (x)为沿 x方向的位移。

采用分离变量法并忽略二阶项，得到斜拉索的

模态方程为

d2
dx2 (EI d

2ϕ
dx2 )- H

d2ϕ
dx2 - Ḣ

dϕ
dx +

∫0
L d2 y
dx2 ϕdx

∫0
L ( )ds/dx 3

EA
dx

d2 y
dx2 = m *ω2ϕ （3）

采用有限差分法对模态方程进行离散化。将拉

索沿弦线方向分成 N个长度为 a的网格，则离散方

程的矩阵形式［4］为

Kw=Μω2w （4）
其中：K= K 1 + K 2；wT = {w 1，w 2，⋯，wn}。

线性刚度矩阵K 1为

K 1 =
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其中：S= 1
a4
(- 2EIi+ 1 + 10EIi- 2EIi- 1)+ 2Hi

a2
；

D = 1
a4
(2EIi+ 1 - 6EIi) - Hi

a2
+ Hi+ 1 - Hi- 1

4a2 ；

U= 1
a4
(- 6EIi+ 2EIi- 1)- Hi

a2
- Hi+ 1- Hi- 1

4a2 ；

V =- 1
2a4 (EIi+ 1 - 2EIi- EIi- 1)；W = 1

2a4 ×

( )EIi+ 1 + 2EIi- EIi- 1 ；Q = S+ V ( )i= 1 ；T =
S+W ( i= n)；矩阵中每一行对应离散索的一个节

点，n为除了索两端以外的内部节点数。

由 于 倾 角 的 影 响 ，索 力 沿 长 度 方 向 线 性 分

布［4，10］，最 上 端 和 最 下 端 的 索 力 之 差 近 似 为

m * gL sinθ，最上端索力 H 0 和最下端索力 Hn+ 1 分

别为

H 0 = HM+ 0.5m * gL sinθ （6）
Hn+ 1 = HM- 0.5m * gL sinθ （7）

其中：HM为两端索力的平均值。

斜拉索任意节点 i的索力值Hi为

Hi= HM+ m * g sinθ ( 0.5L- i) （8）
非线性刚度矩阵K 2为

K 2 = rsT （9）

其中：rT={r1，r2，⋯，rn}；ri= si

∑
1

n

t 3i /EAi

；sT= {s1，s2，

}⋯，sn ；si=
yi+1-2yi+yi-1

a2
；ti= 1+( )yi+1-yi-1

2a

2

。

通常索的挠曲线被假定为抛物线。当边界条件

非铰支、抗弯刚度不可忽略、索的横截面沿长度变化

或考虑倾角影响时，索的挠曲线并非抛物线。此时，

索的静挠度需根据索的静力平衡微分方程，利用有

限差分法计算。斜拉索受拉的静力平衡微分方程为

d2
dx2 (EI d

2 y
dx2 )- H

d2 y
dx2 - Ḣ

dy
dx = m * g cosθ （10）

对式（10）进行离散化，离散方法与运动微分方

程的离散化相似，其矩阵形式为

K 1Y =Mg cosθ （11）
其中：Y = {y1，y2，⋯，yn}；yi 为斜拉索在节点 i处的

静挠度；K 1为索的线性刚度矩阵。

索的质量矩阵M为一对角矩阵，有

M = ( )m 1 … 0
⋮ ⋮
0 ⋯ mn

（12）

由于倾角的影响，矩阵 K 1中的元素 D和对应元

素U不相等，即刚度矩阵K是不对称的。

1.2 索力的迭代法

笔者利用基于频率灵敏度的迭代法识别索

力［11］。鉴于笔者重点研究斜拉索倾角对振动法识

别索力精度的影响，在索力的迭代过程中，假定索

的其他动态参数为定值，且精度较高。

式（4）表明，索的频率是刚度矩阵和质量矩阵的

广义特征值。由式（4）得斜拉索的特征方程为

[ K ( )H - λ ( )H M ( )H ] w (H) = 0 （13）
其中：λ (H) = ω2 (H)；λ为式（13）的特征值；w (H)为
对应的特征向量。

对式（13）等号两边求微分，整理得到索频率对

索力的导数为

dλ
dH = [wTMw] -1wT é

ë
ê
dK
dH - λ

dM
dH

ù
û
úw （14）

即 α= dλ dH = Δλ ΔH （15）
假设索力的初始值 H 1 = H eva，根据式（13），

（14）分别得到索的计算频率 λ1，c和频率导数 α1。
已知测量频率 λm，则频率误差 Δλ1为

Δλ1 = λm - λ1，c （16）
由式（15）得到索力误差 ΔH 1为
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ΔH 1 = Δλ1 α1 （17）
迭代索力H 2为

H 2 = H 1 + ΔH 1 （18）
重 复 上 述 迭 代 过 程 ，直 到 得 到 收 敛 的 索

力值Hk+ 1。

2 算例分析

笔 者 以 文 献［4，11］研 究 的 4 根 拉 索 为 例 ，

依次分析拉索倾角对索的模态参数和索力识别

精 度 的 影 响 。 表 1 为 4 根 索 的 物 理 参 数 和 几 何

参 数［4，11］，并 引 入 2 个 特 征 参 数 λ2 和 ξ，分 别 反

应索的垂度和抗弯刚度［12］。 1号索具有较小的

垂度和抗弯刚度；2号索具有较大的垂度和较小

的抗弯刚度；3号索具有较小的垂度和较大的抗

弯刚度；4号索具有较大的垂度和抗弯刚度。采

用 有 限 差 分 法 计 算 时 ，将 拉 索 等 分 为 100 个

网格。

2.1 模态参数

2.1.1 倾角对频率的影响

4根索的频率与倾角的关系曲线如图 2所示。

图中标注的频率值分别是倾角为 0°，30°，60°和 90°时
索的频率值。对小垂度索（1号索和 3号索），倾角对

前两阶频率影响较小。第 1阶频率随倾角的增大而

小幅度减小，最大相对减小值为 4.31%；第 2阶频率

基本不受倾角改变的影响。对大垂度索（2号索和 4
号索），倾角对前两阶频率产生显著影响。第 1阶频

率随着倾角的增大而大幅度减小；第 2阶频率随着

倾角的增大，呈现先增大后降低的趋势。相比于第

1阶，第 2阶频率对倾角的敏感性较低。此外，倾角

在 0°附近，大垂度索的频率发生交叉现象［6］，即第 1
阶对称模态的频率等于第 2阶反对称模态的频率。

由于倾角的影响，导致交叉现象消失［4］，即第 1阶对

称模态的频率低于第 2阶反对称模态的频率。

2.1.2 倾角对振型的影响

不同倾角下（0°，30°，60°）1号索（小垂度索）和 2
号索（大垂度索）的前两阶振型如图 3，4所示。振型

用无量纲的归一化振型表示。

从图 3可以看出，不同倾角下，1号索振型基本

相同，即倾角的改变对小垂度索的振型影响甚小。

第 1阶振型对称，第 2阶振型反对称。

从图 4可以看出，倾角对 2号索（大垂度索）的

振型有较大影响。水平布置的 2号索的前两阶振型

分别是对称和反对称的。倾角的改变破坏了振型的

对称性和反对称性。当倾角为 30°时，振型大幅度偏

离对称或反对称。当倾角为 60°时，振型又接近对称

或反对称。

2.2 索力识别

以上述 4根索为例，研究倾角对索力识别精度

的影响。倾角为 30°和 60°时，4根索在不考虑和考虑

倾角的索力识别结果如表 2，3所示。

对小垂度索（1号索和 3号索），采用第 1阶频率时，

不考虑倾角识别的索力最大误差接近 10%；采用第 2
阶频率时，不考虑倾角识别的索力误差均低于 0.1%。

对大垂度索（2号索和 4号索），采用第 1阶频率，不考虑

倾角时，识别的索力误差很大，最大误差约为 85%；采

表 1 4根索的物理参数和几何参数

Tab.1 Physical and geometric parameters of the four cables

索号

1
2
3
4

λ2

0.79
50.70
1.41
50.70

ξ

605.5
302.7
50.5
50.5

m */ (kg·m-1)
400.0
400.0
400.0
400.0

L/m
100
100
100
100

HM/MN
2.903 6
0.725 9
26.132 54
0.725 9

E/GPa
15.988
17.186
20 826
0.478 34

A/ (10-3m2)
7.850 7
7.611 0
7.863 3
273.45

I/ (10-6m4)
4.953 5
4.609 7
4.920 4
5 950.6

图 2 4根索的频率与倾角的关系曲线

Fig.2 Frequency⁃inclination curve of four cables
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用第 2阶频率时，不考虑倾角识别的索力最大误差接

近 10%，远远大于考虑倾角识别的索力误差。

可见，考虑倾角影响的索力迭代法可以提高识

别的精度。未考虑倾角的索力迭代法因没有考虑倾

角产生的索力分布不均，索力识别的误差相对较大；

采用第 1阶频率识别小垂度索的索力，与采用第 1阶
或第 2阶频率识别大垂度索的索力时，斜拉索倾角

对索力识别精度有着不可忽略的影响。

图 3 不同倾角下 1号索的前两阶振型

Fig.3 The first two mode shapes of No.1 cable with different inclination angles

图 4 不同倾角下 2号索的前两阶振型

Fig.4 The first two mode shapes of No.2 cable with different inclination angles

表 2 倾角为 30°索力识别结果

Tab.2 Cable force identification results with inclination of 30°

索号

1

2

3

4

阶次

第 1阶
第 2阶
第 1阶
第 2阶
第 1阶
第 2阶
第 1阶
第 2阶

f/Hz
0.437
0.853
0.408
0.444
1.377
2.678
0.409
0.451

理论索力/MN

2.903 6

0.725 9

26.132 54

0.725 9

不考虑倾角

索力/MN
2.855 3
2.905 1
0.956 9
0.783 1
25.331 3
26.129 7
0.908 2
0.742 0

误差/%
-1.670
0.052
31.830
7.890

-3.070
-0.011
25.110
2.220

考虑倾角

索力/MN
2.909 9
2.905 9
0.742 4
0.737 3
26.123 0
26.129 8
0.728 0
0.723 8

误差/%
0.216
0.050
2.270
1.570

-0.037
-0.011
0.283

-0.285

表 3 倾角为 60°索力识别结果

Tab.3 Cable force identification results with inclination of 60°

索号

1

2

3

4

阶次

第 1阶
第 2阶
第 1阶
第 2阶
第 1阶
第 2阶
第 1阶
第 2阶

f/Hz
0.430
0.852
0.306
0.428
1.347
2.678
0.303
0.446

理论索力/MN

2.903 6

0.725 9

26.132 54

0.725 9

不考虑倾角

索力/MN
2.741 9
2.898 2
0.174 8
0.727 4
23.703 2
26.129 6
0.107 3
0.724 7

误差/%
-5.570
-0.183
-75.920
0.203

-9.300
-0.011
-85.220
-0.168

考虑倾角

索力/MN
2.908 1
2.900 8
0.727 4
0.724 9
26.135 3
26.129 8
0.728 0
0.726 0

误差/%
0.156

-0.097
0.203

-0.141
0.011

-0.011
0.293
0.018

795



振 动、测 试 与 诊 断 第 41 卷

3 结 论

1）倾角对小垂度索的前两阶频率影响较小，尤

其对第 2阶频率，倾角的影响可以忽略；倾角对大垂

度索的前两阶频率影响较大，随着倾角的增大，第 1
阶频率大幅度减小，第 2阶频率先增大后小幅减小。

2）倾角对小垂度索的模态振型影响甚小，第 1
阶振型为对称，第 2阶振型为反对称；倾角对大垂度

索的模态振型影响较大，随着倾角的增大，振型偏离

对称性或反对称性，当倾角达到一定值时，振型又回

归到对称或反对称。

3）对小垂度索采用第 1阶频率识别索力时，不

考虑倾角时识别的索力误差大；采用第 2阶频率识

别索力时，不考虑倾角对索力识别精度影响较小。

对大垂度索采用第 1阶或第 2阶频率，不考虑倾角

时识别的索力误差均很大。因此，在索力识别过程

中，要根据索的垂度和采用的频率阶次决定是否需

要考虑倾角的影响。
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