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摘要 传统的基于频响函数（frequency response function，简称 FRF）的模型修正方法在测试噪声较大、初始分析频

响与测试频响残差较大、待修正参数较多等情况下不易收敛，为此提出了一种采用移频技术的极大似然估计有限元

模型修正方法。首先，利用“先验”的频响函数方差信息，构造极大似然估计器，迭代求得最优的待修正参数估计；其

次，在迭代方程中引入移频方法，采用总体最小二乘平差方法计算方程的解，以提高参数识别的收敛性和稳定性；最

后，根据频率点的筛选准则剔除数据，采用一种高精度的频响扩充方法以减小扩充所带来的额外误差。列车转向架

构架仿真算例和三角机翼飞机测试模型的修正结果表明，该方法抗噪性较强，在复杂情况下仍可以得到较好的修正

结果。
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引 言

有限元模型修正技术首先在航空领域中提出，

用于飞行器预测响应与载荷、颤振分析以及振动控

制。近年来，在机械设计、土木桥梁和汽车等领域均

得到了成功应用。自 20世纪 80年代以来，经过学者

们的研究与完善，有限元模型修正已基本形成了一

套完善的理论框架［1］。

目前，应用最广泛的模型修正方法按照用于修

正的不同试验数据，分为基于模态的方法、基于频响

函数的方法［1］以及基于时域动响应的方法。Modak
等［2］通过数值仿真，对比了基于模态与基于频响函

数的方法的差异及收敛性。基于模态参数的方

法［3⁃5］简单有效，在多数情况下能给出较满意的修正

结果，但也存在一些缺陷：如模态参数提取过程引入

了误差及不确定性［6］，待修正参数数目受到测试模

态数量的限制。基于频响函数的方法则避免了提取

模态参数带来的误差，且具有大量数据可修正，对解

决待修正参数众多的问题具有优势。同时，频响函

数对于结构参数的敏感性使得模型修正算法更容易

准确识别待修正参数［7］。频响函数的模型修正方法

可分为基于参数一阶灵敏度［8⁃11］和基于矩阵变换的

方法［12⁃14］。后者解决初始分析频响与测试频响残差

较大问题的能力优于前者，但前者的抗噪性更强。

为了提高矩阵变换方法的收敛性，Pascual等［15］基于

频响相关性准则，提出在矩阵变换方法中引入移频

技术，利用分析频响和测试频响相匹配的频率点处

的数据进行模型修正［16］，提高了频响函数残差初始

值较大及待修正参数数目较多时的收敛性。Gang
等［17］在该方法的基础上提出伪自由度的概念来增

加测试自由度数目较少时的算法收敛性。但是，基

于矩阵变换方法的本身特点决定了其抗噪性的不

足，若在基于参数一阶灵敏度的方法中引入移频技

术，则能在提高收敛性的同时改善抗噪性。

笔者提出了一种采用移频技术的极大似然估计

有限元模型修正方法。在极大似然估计方法的基础

上引入移频方法，得到移频格式的频响函数残差关

于参数的一阶灵敏度矩阵，将原先基于测试频率点

处的频响函数残差最小化改进为基于所匹配的频率

点处的频响函数残差最小化。同时，引入总体最小

二乘平差方法，提高系统矩阵求解的抗干扰能力。

给出了频率点的筛选准则，包括频带的选择及参与

修正的频率点的选择，剔除较差的试验数据，提高算

法的收敛能力。基于模态展开式推导了精度较高的

频响扩充方法，减小扩充误差对修正过程的影响。

本研究方法与引入移频的矩阵变换方法的对比结果

说明其抗噪性的改进，通过不同噪声水平的仿真算

例与试验，验证了本方法的有效性。
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1 理论背景

1.1 频率点匹配及移频方法

频率点匹配采用频响函数形状相关性 αs作为匹

配指标。αs反映了模型修正前后的测试频响函数与

有限元模型分析频响函数在全频域的相关性［15］，相

当于振型相关性的一种推广，其定义为

α s (ωg
T，ωi

F )= Re ( )hT (ωg
T )HhF (ωi

F )
 hF (ωi

F ) ⋅  hT (ωg
T )

（1）

其中：ωg
T，ωi

F 分别为测试频响函数与分析频响函

数的频率点；hT（ωg
T），hF（ωi

F）分别为相应频率点

的测试频响函数值与分析频响函数值；Re表示取

实部。

显然，有限元模型与实际结构越接近，αs的对角

元素越趋近 1。
频率点匹配的基本原理如图 1所示。对于测试

频响函数曲线的任意一个频率点，在分析频响函数

曲线上寻找与测试频率点处频响函数的相关性最高

的频率点，得到相匹配的频率点序列，记为

{ (ωk
T，ωk

F ) |α s (ωk
T，ωk

F )≥ δmin }
( k= 1，2，⋯，Nmatch ) （2）

其中：δmin为允许匹配的最小相关性数值。

以相匹配的频率点处的频响函数残差作为修正

目标，有利于修正参数的收敛［15］。文献［17］提出了

引入移频技术的基于矩阵变换方法的模型修正公式

H ∗
F (ωk

F )T TΔD (ωk
T，θ )TH ∗

T，j (ωk
T )= H ∗

F，j (ωk
F )-

H ∗
T，j (ωk

T )- H ∗
F (ωk

F )T T ( DF (ωk
T )-

DF (ωk
F ) )TH ∗

T，j (ωk
T ) （3）

其中：ΔD（ωTk，θ）为包含待修正参数 θ的动刚度矩阵

修正量；DF为有限元模型动刚度矩阵全量；T为有

限元模型总体自由度与测试自由度的转换矩阵；

H*
T，j为第 j个激励自由度的测试频响函数；H*

F为测

试自由度上的分析频响函数；H*
F，j为其第 j列。

式（3）的迭代形式为

S (ωk
T，ωk

F，θ r ) Δθ r=Δf (ωk
T，ωk

F，θ r ) （4）
式（4）通过模型缩聚、移频方法，并以相匹配的

频率点处的频响函数残差建立了非完备自由度下的

模型修正方法［17］。其详细推导过程及各符号含义

见文献［17］。

1.2 基于移频的极大似然估计方法

极大似然估计需要测量数据的“先验”噪声信

息，当满足互不相关的白噪声假设时，该“先验”信

息可由测量数据的标准方差来代替［18］。对于具有

No个输出、N i个输入的频响函数，共包含 NoN i个随

机变量。假设所有频率点处的频响函数测量值相

互独立，则此 NoN i个随机变量的联合概率密度函

数为

p (ω，θ )= (( 2π) NoN i | C (ω) |)-
1
2 ⋅

exp (- 1
2 v (ω，θ )

HC (ω) -1v (ω，θ ) ) （5）

其中：θ为待估计的修正参数；v（ω）为频响函数测量

值 H*
T与拟合值（有限元模型分析值）H*

F的残差向

量；C（ω）为频响函数中噪声的协方差矩阵。

第 j个激励自由度处频响函数拟合值的测试自

由度分量采用动刚度矩阵增量参数化形式表达为

H ∗
F，j (ωk，θ )=P o THF (ωk，θ ) e j=P o TDF (ωk，θ )-1e j=

P o T ( D 0
F+ΔD (ωk，θ ) )-1e j=P o T (-ωk

2 ∑
e=1

N

θ eαM e+

iωk∑
e=1

N

θ eβC e+i∑
e=1

N

θ eβG e+∑
e=1

N

θ eγK e )-1e j

其中：PoT与 ej分别为输出自由度（测试自由度）与第

j个输入自由度（激励自由度）的频响函数在完备自

由 度 的 频 响 函 数 HF 上 的 筛 选 矩 阵 ；θαeMe，θγeKe，

θβeCe，θβeGe为有限元模型按单元属性及材料划分的

第 e个组对应的质量、刚度及阻尼矩阵；θαe，θγe，θβe为
图 1 频率点匹配基本原理

Fig.1 The principle of frequency points matching

798



第 4 期 范新亮，等：基于频响函数的稳健有限元模型修正

其在待修正参数 θ中相应分量；N为组数；i2=-1。
与拟合值H*

F，j相对应的，取测量值H*
T的第 j列

H*
T，j。当各列频响函数H*

T，j噪声相互独立时，C（ω）

成为块对角矩阵，其矩阵块为

C j (ωk )= cov ( v jv j H )= cov ( H ∗
T，j (ωk )H ∗

T，j (ωk )H )（6）
根据极大似然估计原理，得到等价极大似然

函数

L ( θ )= ∑
k= 1

N f

∑
j= 1

N i

( v j (ωk，θ )HC j (ωk )-1v j (ωk，θ ) )（7）

将式（7）改写为

L ( θ )= Q ( θ )HQ ( θ ) （8）
根据 Newton⁃Gauss方法，得到待识别参数 θr的

迭代公式为

∇2L ( θ r )d r+ 1 =-∇L ( θ r ) （9）
其中：dr+1为第 r+1个迭代步的修正参数增量，且

dr+1=θr+1-θr。
由式（9）得到迭代方程

J ( θ r ) J ( θ r )Hd r+ 1 =-J ( θ r )Q ( θ r ) （10）
其中：雅可比矩阵 J=∇∇Q。

雅可比矩阵与频率点 ωk及激励自由度 j对应的

矩阵块为

dQ j
k ( θ )
dθT =-C - 1

2
j (ωk ) P o T

dD-1
F (ωk，θ )
dθT ( I⊗ e j )=

C
- 1
2

j (ωk ) P T
o D-1

F (ωk，θ ) A(ωk ) ( I⊗ D-1
F (ωk，θ ) e j )

（11）
其中：Q j

k ( θ )的上标为激励自由度，下标为频率点；

I为单位矩阵；⊗为矩阵直积。

A(ω )为
A(ω )=[-ω2M 1 ⋯ -ω2M N i (ωC 1+G 1 ) ⋯

]i (ωC N+G N ) K 1 ⋯ K N （12）
将式（12）代入式（11），由式（10）得到模型修正

方程为

P o
THF (ωk，θ r ) ΔD (ωk，θ r+ 1 )HF (ωk，θ r ) e j=
-H ∗

T，j (ωk )+ H ∗
F，j (ωk，θ r ) （13）

式（13）即为由极大似然估计导出的频率点 ωk、
激励自由度 j处测试自由度上的基于参数灵敏度的

模型修正方程，可见其无需进行缩聚或扩充即可识

别修正参数。

结合移频方法与极大似然估计方法各自的优

势，笔者提出一种基于移频的极大似然估计方法。

假设选取的匹配频率点序列为｛（ωTk，ωFk）|k=1，2，
…，Nmatch｝，当 Po取完备自由度即 Po=I时，式（13）可

写为

HF (ωk，θ r ) ΔD (ωk，θ r+ 1 )HF，j (ωk，θ r )=
-HT，j (ωk )+ HF，j (ωk，θ r ) （14）

其中：HF，j=HFej；HT，j为完备自由度上的测试频响

函数。

在各个测试频率点 ωTk处，式（14）两端左乘 DF，

得到

ΔD (ωk
T，θ r+ 1 )HF，j (ωk

T，θ r )=
-DF (ωk

T，θ r )HT，j (ωk
T )+ e j （15）

在式（15）右端进行变化，得到

ΔD (ωk
T，θ r+1 )HF，j (ωk

T，θ r )=-DF (ωk
F，θ r )HT，j (ωk

T )-
( DF (ωk

T，θ r )-DF (ωk
F，θ r ) )HT，j (ωk

T )+e j （16）
在式（16）两端左乘 DF

-1，得到移频后的模型修

正方程为

HF (ωk
F，θ r ) ΔD (ωk

T，θ r+ 1 )HF，j (ωk
T，θ r )=

HF，j (ωk
F，θ r )- HT，j (ωk

T )- ε j (ωk
T，ωk

F，θ r ) （17）
其中：残余项 ε j为

ε j (ωk
T，ωk

F，θ r )= HF (ωk
F，θ r ) ( DF (ωk

T，θ r )-
DF (ωk

F，θ r ) )HT，j (ωk
T )

为了得到测试自由度上的模型修正公式，在

式（17）两端左乘测试自由度筛选矩阵 PoT的转置，从

而得到

S jk (ωk
T，ωk

F，θ r )d r+ 1 = Δf jk (ωk
T，ωk

F，θ r ) （18）
系数矩阵 Skj即为相匹配的频率点处的频响函

数残差关于待修正参数的灵敏度矩阵

S jk (ωk
T，ωk

F，θ r )= [Sα Sβ Sγ] （19）
其 中 ：Sα=[⋯ -ωk2

T H T
F，o (ωk

F，θ r )M eHF，j (ωk
T，θ r )

⋯ ]；Sβ=[⋯ iH T
F，o (ωk

F，θ r ) (ωk
TC e+D e )HF，j (ωk

T，θ r )
⋯ ]；Sγ=[⋯ H T

F，o (ωk
F，θ r ) K eHF，j (ωk

T，θ r ) ⋯ ]；HF，o=
PoTHF；HF，o（ωFk，θr），HF，j（ωTk，θr）均为上一迭代步所

更新的矩阵。

观测向量 Δfkj由相匹配的频率点处的频响残差

与残余项组成

Δf jk (ωk
T，ωk

F，θ r )= H ∗
F，j (ωk

F，θ r )- H ∗
T，j (ωk

T )-
P o T ε j (ωk

T，ωk
F，θ r ) （20）

将式（18）代入式（10），得到

{ ∑
k= 1

N f

∑
j= 1

N i

S jk H (ωk
T，ωk

F，θ r )C -1
j S jk (ωk

T，ωk
F，θ r ) } d r+ 1 =

∑
k= 1

N f

∑
j= 1

N i

S jk H (ωk
T，ωk

F，θ r )C -1
j f jk (ωk

T，ωk
F，θ r )

将其简写为

S ( θ r )d r+ 1 = Δf ( θ r ) （21）
式（21）即为基于移频的极大似然估计方法的

基本公式。与文献［17］推导的式（4）仅利用测试自

由度的频响信息不同，式（21）中残余项利用了完备
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自由度的测试频响，对结构的局部振动特性更为灵

敏［19］。本研究方法还考虑了频响函数测试噪声的

统计特性，改善了抗噪性。建立了系统的多输入多

输出模型，考虑了多激励自由度下的各个测试自由

度的测试频响与分析频响的残差，提高了参数识别

的稳健性。文献［17］中方法是基于矩阵变换，本研

究方法为基于极大似然估计的参数一阶灵敏度方

法，且式（4）的系数矩阵 S相当于残差 Δf关于参数

的精确灵敏度，而式（21）的系数矩阵为一阶灵敏

度，Mansourabadi等［20］对 2种灵敏度的区别进行了

分析。

1.3 2种方法抗噪性对比

假设测试频响函数包含噪声，对于本研究方法，

考虑其对式（21）扰动后有

S ( θ r )d r+ 1 = Δf ( θ r )+ δΔf （22）
根据矩阵扰动理论，相应解向量 d产生的相对

扰动量为

 δd
 d

≤ κ
 δΔf
 Δf

（23）

其中：κ为系数矩阵 S的条件数。

由式（23）可知，测试误差使得解向量 d产生的

相对扰动量与 κ及 δΔf正相关。分析以上各项，κ越
大，修正参数增量产生相对扰动量越大。在系数矩

阵列数较大的情况（即需修正的参数较多），κ明显

增加。为减小 κ，一种简单且行之有效的方法是增

加系数矩阵的行数。由式（21）可知，增加测试自由

度数、参与修正的测试频响的频率点数目可减小噪

声扰动影响。

对于移频的基于矩阵变换的方法，测试噪声不

仅对式（4）观测向量产生扰动，对式（4）中的系数矩

阵也有扰动

(S ( θ r )+ δS) d r+ 1 = Δf ( θ r )+ δΔf （24）
解向量 d的相对扰动量为

 δd
 d

≤ κ
γ
(  δS
 S  d +  δΔf

 Δf
+ κ
γ
 δS
 S

⋅

 Δf - Sd

 Δf
) （25）

其中：γ= 1- κ  δS / S 。

由式（25）可知，测试频响误差使得修正参数增

量产生的相对扰动量与 κ，Δf及 S的相对扰动量、

||ε||/||Δf||成正相关；||ε||/||Δf||由测试频响与分析频响

的残差 vj（ωTk）决定。因此，若选取测试频响与分析

频响残差较小的频率点参与参数估计，可有效减小

噪声的影响。

对比扰动公式，测试噪声对矩阵变换方法的系

数矩阵与观测向量均产生扰动，而仅对本研究方法

的观测向量产生扰动，因此本研究方法抗噪性更

强。另一方面，矩阵变换方法的系数矩阵为频响残

差的精确灵敏度，迭代步长较大；本研究方法的系数

矩阵为一阶近似灵敏度，迭代步长较小。2种方法

的差异造成了其适用场合的不同。当测试噪声较小

且初始分析频响与测试频响残差较大时，使用矩阵

变换方法能很快收敛。当测试噪声较大时，需要采

用本研究方法，由于其抗噪性更强且小步长的特点，

可避免噪声使得参数发散，若此时采用矩阵变换方

法，由于其步长大，容易迭代至毫无意义的修正参数

而使得后续迭代发散。因此，在实际应用中，应视具

体情况选择。

1.4 算法实现相关问题

1.4.1 总体最小二乘平差方法

最小二乘方法仅考虑观测值向量的误差，忽略

系数矩阵中的误差。总体最小二乘考虑了当观测向

量和系数矩阵中都含有误差，需要同时对二者进行

平差的参数估计。总体最小二乘平差方法能够同时

考虑观测向量和系数矩阵误差，使参数的估计更

合理［21］。

取式（24）的观测向量及系数矩阵的误差向量

组合

v=
é

ë
êê

ù

û
úú

vec( δS )
δΔf

其中：vec表示对矩阵向量化。

求解满足式（24）且使得观测向量及系数矩阵

的误差向量的范数极小的参数，其数学描述为

min
Δθ

vTv

s. t. ( S+ δS )d-Δf + δΔf = 0
（26）

根据式（26）构造拉格朗日函数，并对 δvec（S），

δΔf，d及罚因子求偏导，当取最小二乘解为参数初

值时，迭代公式为

ì

í

î

ïï
ïï

σ ( g ) = (1+ d ( g- 1) Td ( g- 1))

 Δf - Sd ( g- 1)
2

d ( g ) = σ ( g ) ( I+ σ ( g )STS )-1STΔf
（27）

1.4.2 频率点的筛选准则

在实际测试中，反共振区的频响易受到噪声污

染，共振区不仅受噪声污染小，且对参数变化灵敏度

更高，共振区的幅值能有效反映阻尼参数，利于阻尼
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修正。因此，在较宽的频率范围内选择频响共振区

的频率点，更容易得到稳健的参数识别结果［22］。实

际选取参与计算的分析频段时，可通过选择模态指

示 函 数（complex mode indication function，简 称

CMIF）的半功率带宽内的频率点，其原理如图 2
所示。

选取测试频响与分析频响残差较小的测试频率

点参与参数估计，可有效减小噪声的扰动影响。由

于 2种修正方法均以测试频响与分析频响的残差为

最小化目标函数，当残差较大时收敛缓慢甚至无法

收敛，因此在进行频率点匹配前，还应以相同频率点

处的频响函数幅值相关性系数作为准则，来筛选半

功率带宽内参与模型修正的测试频率点

α a (ωk
T )= Re ( )2hT (ωk

T )HhF (ωk
T )

 hF (ωk
T )

2 +  hT (ωk
T )

2 ≥ σmin（28）

其中：σmin为允许的幅值相关性最小值。

1.4.3 频响扩充方法

基于移频的极大似然估计式（21）右端中的残

余项 εj需要进行频响扩充，但除了残余项外，其余各

项均与扩充精度无关；而矩阵变换方法中灵敏度矩

阵则受频响扩充精度的影响，因此本研究方法受测

试频响扩充误差的影响更小。笔者提出一种基于频

响模态展开式的频响扩充方法。频响函数模态展开

式为

HT (ω )=Φ (-ω2 I+ Λ )-1ΦT =Φ l (-ω2 I l +
Λ l )-1Φ l

T +Φ h (-ω2 Ih + Λ h )-1Φ h
T （29）

其中：Φ为系统的模态振型；Λ为系统特征值；I为单

位矩阵，下标 l与 h代表系统的低阶模态与高阶

模态。

将式（29）右乘 ej并展开得到

HT，j (ω )≈ ∑
i= 1

l φ iφTi ej
ki- ω2mi+ jωci

= ∑
i= 1

l

qiφ i（30）

式（30）忽略了系统的高阶模态。由式（30）可

知，任意一列频响可通过系统的模态振型叠加获得，

即测试频响可以用实际系统的完备低阶模态作为基

底进行表示。由于实际系统的完备低阶模态无法得

到，因此以有限元模型的完备低阶模态进行代替

得到

~
H

T，j
(ω )= ∑

i= 1

l

q iφF，i=Φ F，lq (ω ) （31）

其中：
~
H

T，j
(ω )为扩充后的完备测试频响函数；ΦF，l

为有限元模型的完备低阶模态基；q（ω）为各阶模态

基的系数组成的向量。

式（31）左乘测试自由度筛选矩阵 Po 的转置

得到

P o T
~
H T，j (ω )= P o TΦF，lq (ω ) （32）

记为H*
T，j（ω）=Φ*

F，lq（ω）。

由式（31），（32）得到扩充后的测试频响为

H͂ j (ω )=Φ F，l (Φ ∗
F，l )+H ∗

j (ω ) （33）

2 算例分析

2.1 仿真算例

采用某型号转向架构架缩比模型来验证本研究

方法的有效性，并与基于矩阵变换的方法进行对

比。图 3为某型构架缩比模型有限元模型。将有限

元模型划分为 15个区域，每个区域的弹性模量、密

度及阻尼系数作为待修正参数，共 45个参数。分别

在 2种噪声水平下比较 2种方法的修正能力。将待

修正参数向量的某组数值作为真实参数值，计算其

有限元模型频响函数作为仿真的测试值。对该组数

值进行摄动，得到有限元模型修正前的初始参数，计

算其频响函数得到初始分析值。

2.1.1 10%噪声水平

仿真测试频响函数添加 10%的噪声，对比 2种
方法在小噪声情况下的修正精度。修正前初始分析

频响函数与仿真测试值对比如图 4所示，可见频响

图 2 基于 CMIF曲线的带宽选择

Fig.2 FRFs' bandwidth selection based on CMIF curve

图 3 某型构架缩比模型有限元模型

Fig.3 Finite element model of scaled-model for the Bogie
structure
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函数残差初始值较大。

图 5为 2种方法修正后分析频响与测试频响的

对比，图 6为其频响幅值相关性的对比。本研究方

法通过 20个迭代步达到收敛，矩阵变换方法通过 3
个迭代步即达到收敛。由图 5，6可知，2种方法修正

后分析频响与测试频响相关性均有了很好的改善。

可见，小噪声情况下，2种方法的修正精度相近，矩

阵变换方法的收敛速度高于本研究方法，这是由于

其迭代步长大于本研究方法。

2.1.2 40%噪声水平

在仿真测试频响函数中添加 40%的噪声，以对

比 2种方法在大噪声情况下的修正效果。修正前初

始分析频响与仿真测试频响对比如图 7所示。本研

究方法通过 25个迭代步达到收敛，修正后分析频响

与测试频响的相关性得到了很好的改善。图 8为 2
种方法修正后分析频响与测试频响的对比。图 9为
修正后分析频响与测试频响幅值相关性对比。如图

8，9可知，采用矩阵变换方法经过迭代后高频段与

真实值相差较大。在大噪声情况下本研究方法更容

易达到较好的修正结果，其原因是矩阵变换方法中

测试噪声对迭代方程的系数矩阵及观测向量均产生

了较大扰动而不易收敛。

为了量化噪声对修正精度的影响，选取修正频

段内各个相同频率点处的频响函数相关性平均值作

为评价不同噪声条件下的修正精度。表 1为不同噪

声水平下 2种方法的修正精度对比。数值愈趋近于

1，代表修正精度愈高。显然，小噪声下 2种方法的

修正精度类似，大噪声下本研究方法的修正精度

更高。

图 5 修正后分析频响与测试频响对比

Fig.5 FRF of the updated analytical and experimental model

图 4 修正前初始分析频响函数与仿真测试值对比

Fig.4 FRF of the initial analytical and experimental model

图 6 2种方法修正后频响幅值相关性对比

Fig.6 Comparison of FRF magnitude correlation coefficient
after updating by two methods

图 7 修正前初始分析频响与仿真测试频响对比

Fig.7 FRF of the initial analytical and experimental model

图 8 修正后分析频响与测试频响对比

Fig.8 FRF of the updated analytical and experimental model

图 9 2种方法修正后频响幅值相关性对比

Fig.9 Comparison of FRF magnitude correlation coefficient
after updating by two methods
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2.2 试 验

图 10为飞机测试现场。以三角机翼飞机作为

试验对象进行多参考点锤击试验，采用 N⁃Modal模
态参数识别软件识别试验结果。试验中选择频率分

辨率为 800谱线。从测试角度看，测点布置应清晰

地反映出各阶振动形态，参考点布置需要考虑避开

各阶振型的不动点。从模型修正角度看，布置尽可

能完备的测点不仅能有效提高扩充精度，还能反映

有限元模型与测试模型的振动形态差异，更利于修

正。某些远离激励自由度的测点噪声较大，不应参

与修正，否则将导致参数不易收敛。

图 11为飞机有限元模型。将有限元模型划分

为 5个区域，每个区域的弹性模量、密度及阻尼系数

作为待修正参数，共 15个参数。设置初始待修正参

数，计算得到初始分析频响，修正前初始分析频响与

测试频响对比如图 12所示。可见，初始分析频响与

测试频响的相关性较差。三角机翼飞机本身的结构

特征以及测试过程的干扰因素等造成测试频响含有

部分噪声，尤其在反共振区的信噪比较低。飞机有

限元模型连接处的螺栓连接、铆接等不确定性因素

导致了初始模型的准确性较低。测试噪声的干扰、

较大的初始频响残差以及众多的待修正参数均对修

正算法提出了较大的挑战。

图 13为修正后分析频响与测试频响对比。图

14为修正前后分析频响与测试频响幅值相关性对

比。可见，采用本研究方法进行修正，通过若干迭代

步后，修正后分析频响与测试频响的吻合较好，且其

图 11 飞机有限元模型

Fig.11 Finite element model of the aircraft structure

表 1 不同噪声水平下 2种方法的修正精度对比

Tab.1 Comparison of updating accuracy at two

noise levels

噪声水平

10%噪声

40%噪声

矩阵变换方法

修正精度

0.988 1
0.811 5

本研究方法

修正精度

0.980 4
0.971 2

图 12 修正前初始分析频响与测试频响对比

Fig.12 FRF of the initial analytical and experimental model

图 13 修正后分析频响与测试频响对比

Fig.13 FRF of the updated analytical and experimental model

图 10 三角机翼飞机实验系统

Fig.10 Experimental system for the delta-winged aircraft
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幅值相关性有了明显提高，如图 14所示。

图 15为修正前后频响函数形状相关性对比，修

正后对角元素更趋近于 1。修正后各阶频率对比如

表 2所示。修正前后平均频率误差由 50.48%降低

至 0.98%，计算其修正精度为 0.82。可见，本研究方

法能有效解决复杂情况的模型修正问题。

3 结 论

1）本研究方法相比于引入移频的矩阵变换方

法有效改善了抗噪性。当初始分析频响与测试频响

残差较大且测试噪声较小时，使用矩阵变换方法能

很快收敛。当初始分析频响与测试频响残差较大且

测试噪声较大时，本研究方法的抗噪性更强，且由于

其小步长的特点，可避免噪声扰动使待修正参数

发散。

2）通过转向架仿真模型验证了本研究方法在

不同量级的噪声下均能得到较好的修正结果。

3）三角机翼飞机模型修正中，本研究方法修正

后的分析频响与测试频响的相关性有较大提高，这

对实际结构在较复杂情况下的有限元模型修正具有

一定的意义。
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