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摘要 将惯容器运用于准零刚度（quasi⁃zero stiffness，简称QZS）隔振器中，根据惯容器、弹簧与阻尼器的布置形式，

提出并联式与串联式惯容准零刚度隔振器。研究两种惯容准零刚度隔振器在简谐力激励下的动态特性，运用谐波

平衡法求解系统的动态响应，揭示两个主要的结构参数（惯质比与刚度比）对系统动态特性的影响规律，定义动态位

移峰值、力传递率峰值、隔振频带以及高频带的力传递率 4个性能评价指标来评价系统的隔振性能。研究表明，相

较准零刚度隔振器，并联式惯容准零刚度隔振器的力传递率峰值较小，隔振频带较宽，但动态位移峰值与高频带的

力传递率较大；串联式惯容准零刚度隔振器能拓宽准零刚度隔振器的隔振频带，高频带的力传递率都趋于零，但动

态位移峰值与力传递率峰值较大。研究内容为将惯容器运用于准零刚度低频隔振领域具有理论指导意义。
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引 言

准零刚度隔振器由于具有高静刚度低动刚度特

性，能克服传统线性隔振器存在的降低固有频率与

提高承载力的矛盾，因而受到广泛关注［1⁃2］。准零刚

度隔振器一般由正刚度弹性元件和负刚度机构组

成，其中正刚度弹性元件用于承受主要载荷，负刚度

机构用于抵消正刚度弹性元件的刚度，使系统在静

态平衡位置处的刚度趋于零。正刚度弹性元件一般

为垂直弹簧，而负刚度机构有多种形式，如斜置或水

平弹簧［3⁃4］、电磁弹簧［5］、屈曲梁［6］、滚球装置［7⁃8］、双稳

定层合板［9］、菱形机构［10］及 X形机构［11］等。高静刚

度特性使准零刚度隔振器的承载能力提高，静态位

移减小；低动刚度特性使准零刚度隔振器的固有频

率降低，获得比线性隔振器更宽的隔振频带。

惯容器［12］是一种具有两个独立自由端点的装

置，作用于两端的力与两端的相对加速度成正比，该

比值称为“惯质系数”（单位为 kg）。作为一种新型

的机械装置，惯容器也广泛运用于隔振领域。Hu
等［13］分析了 5种惯容隔振器的动态特性，运用 H∞
和H2优化方法优化了系统的结构参数，与线性隔振

器相比，惯容隔振器的传递率峰值较小。Wang
等［14］研究了 8种惯容隔振器的动态特性，定义了 4个

性能评价指标来综合评价惯容隔振器的隔振性能，

相较线性隔振器，惯容隔振器可以有更好的隔振性

能，在此基础上进一步提出加速度⁃速度切换控制策

略来改善惯容隔振器的隔振性能［15］。王勇等［16］将惯

容器斜置，设计了一种具有几何非线性的斜置式惯

容隔振器，研究表明当激励力幅值较小时，与线性隔

振器相比，斜置式惯容隔振器的力传递率峰值较小，

隔振频带较宽，而动态位移峰值较大。

目前，关于惯容隔振器的研究主要是将惯容器

运用于线性隔振器，分析惯容线性隔振器的动态性

能。笔者将惯容器运用于准零刚度隔振器，分析其

是否可进一步改善准零刚度隔振器的隔振性能。根

据惯容器、弹簧与阻尼器的布置形式，提出并联式与

串联式两种惯容准零刚度隔振器。研究两种惯容准

零刚度隔振器在简谐力激励下的动态特性，运用谐

波平衡法求解系统的动态响应，揭示两个主要的结

构参数（惯质比与刚度比）对系统动态特性的影响规

律，定义动态位移峰值、力传递率峰值、隔振频带以

及高频带的力传递率 4个性能评价指标［14］来评价系

统的隔振性能，并与准零刚度隔振器进行对比分析。

动态位移峰值定义为隔振物体在振动过程中的

最大动位移；力传递率定义为经隔振器传递到基础
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的力幅值与激励力幅值之间的比值，力传递率峰值

决定了传递到基础的最大的力幅值；隔振频带定义

为隔振器起作用的频带范围，表明在此频带内，力

传递率小于 1，隔振器有隔振效果；高频带的力传

递率定义为激励频率远大于系统固有频率时的力

传递率，反映了隔振器在高频带的隔振性能。对于

隔振器，需要减小隔振物体自身的振动，同时减小

传递到基础的力，因此在实际工程中动态位移峰值

与力传递率峰值不应太大。为了增加隔振器起作

用的工作范围，应具有较宽的隔振频带；若要进一

步改善高频带的隔振性能，应具有较小的高频带的

力传递率。

1 并联式惯容准零刚度隔振器

惯容准零刚度隔振器由惯容器与准零刚度隔振

器组成，笔者研究的准零刚度隔振器如图 1所示。

垂直弹簧两端分别与支撑板和基础板固连，起承载

作用，负刚度机构采用菱形机构［10］，由 2个铰链轴、4
个支架、8个连杆以及 1个水平弹簧组成。连杆由内

外连杆构成，支架由上下支架组成。连杆一端套在

铰链轴上，另一端通过铰接的方式与支架连接。水

平弹簧的两端套在铰链轴上。上、下支架分别与支

撑板和基础板固连。当准零刚度隔振器承受静态载

荷，处于静态平衡位置时，所有的连杆处于同一水

平面。

并联式惯容准零刚度隔振器见图 2，其中惯容

器、垂直弹簧与阻尼器处于并联状态，外界激励为简

谐力激励。负刚度机构中的水平弹簧通过连杆与支

架将力传递给支撑板和基础板，其力传递路径见

图 3。系统结构参数以及外界激励参数定义见表 1。
内 外 连 杆 与 水 平 面 的 夹 角 α 等 于

arctan ( x/ 4l 2 - x2 )，水 平 弹 簧 力 fkh 等 于

kh ( 2l cosα- l0 )，由水平弹簧产生的垂直弹性力 fk2为

fk2 = fkh tanα= kh x (1- l0
4l 2 - x2 ) （1）

采用菱形结构的准零刚度隔振器的力 ⁃位移与

刚度⁃位移特性为
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f = kv x+ kh x ( )l0
4l 2 - x2

- 1

k= kv+ kh ( )4l0 l 2

( 4l 2 - x2 )
3
2

- 1
（2）

将式（2）无量纲化，可得

图 1 准零刚度隔振器

Fig.1 QZS vibration isolator

图 2 并联式惯容准零刚度隔振器

Fig.2 Parallel-connected inerter-based QZS vibration isolator

图 3 水平弹簧力传递路径示意图

Fig.3 Schematic of the horizontal spring force transmission
path

表 1 参数定义

Tab.1 Parameter definition

符号

m

kv
kh
l0
l

b

c

fe
ω

t

x

α

fkh
fk2

定义

隔振器承载质量

两个垂直弹簧的总刚度

水平弹簧刚度

水平弹簧初始长度

内外连杆长度

惯容器惯质系数

阻尼器阻尼系数

简谐力激励幅值

简谐力激励频率

激励时间

承载质量从静态平衡位置时的位移

内外连杆与水平面的夹角

水平弹簧力

水平弹簧产生的垂直弹性力

单位

kg
N/m
N/m
m
m
kg

（N•s）/m
N
rad/s
s
m
°
N
N
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F= X + βX ( )η

4- X 2
- 1

K= 1+ β ( )4η

( 4- X 2 )
3
2

- 1
（3）

其 中 ：X=x/l；β=kh/kv；η=l0/l；F=f/（kvl）；K=
k/kv。

若准零刚度隔振器在静态平衡位置处的刚度为

零，则可得到准零刚度特性。此时刚度比 β与长度

比 η满足以下关系

ηQZS = 2( β- 1 )/β （4）
该准零刚度隔振器的静力学分析见文献［10］。

当系统位移量 X较小时，可将无量纲力 F在 X=0处
进行泰勒级数展开以近似处理，可得

F≅ γ1X + γ3X 3 + γ5X 5 （5）

其中：γ1 = 1+ β ( η2 - 1)；γ3 = βη
16；γ5 =

3βη
256。

当 系 统 获 得 准 零 刚 度 特 性 时 ，γ1 = 0，此 时

式（5）仅包含 3次与 5次位移项。

并联式惯容准零刚度隔振器在简谐力激励下的

动力学方程为

(m+b) ẍ+ cẋ+kv x+kh x ( l0
4l 2-x2

-1)= fe cosωt
（6）

式（6）表示对时间 t求导，将式（6）无量纲化，

可得

( 1+ δ) X ″+ 2ζX ′+ X + βX ( η

4- X 2
- 1) =

Fe cosΩT （7）
其 中 ：δ= b/m；ωn= kv/m；ζ= c/( 2mωn )；Fe=
fe/( kv l )；Ω= ω/ωn；T = ωn t。

式（7）表示对参数 T求导。运用式（5），式（7）可

近似为

( 1+ δ) X ″+2ζX ′+ γ1X+ γ3X 3+ γ5X 5 =Fe cosΩT
（8）

运用谐波平衡法求解式（8），假设解的形式为

X = a cos (ΩT + θ) （9）
忽略高次谐波项的影响，可得并联式惯容准零

刚度隔振器的幅频及相频特性关系

γ1a+
3γ3
4 a3+ 5γ5

8 a5-( 1+δ) Ω 2a=Fe cosθ （10）

-2ζaΩ= Fe sinθ （11）

é
ë
êγ1a+

3γ3
4 a3+ 5γ58 a5-( 1+δ) Ω 2aù

û
ú

2

+[ 2ζaΩ ]2=F 2
e

（12）

θ= arctan 2ζΩ

( )1+ δ Ω 2 - γ1 -
3γ3
4 a2 - 5γ5

8 a4
（13）

经并联式惯容准零刚度隔振器传递到基础的无

量纲力为

Ftp= δX ″+ 2ζX ′+ γ1X + γ3X 3 + γ5X 5 （14）
运用式（9），则并联式惯容准零刚度隔振器的力

传递率为

TFp= Ftp/Fe =

( )-δΩ 2a+ γ1a+
3
4 γ3a

3 + 5
8 γ5a

5
2

+( 2ζΩa ) 2

Fe

（15）
运用式（12），式（15）也可写为

TFp=

( )γ1a+
3
4 γ3a

3+ 58 γ5a
5-δΩ 2a

2

+( 2ζΩa )2

( )γ1a+
3
4 γ3a

3+ 58 γ5a
5-( )1+δ Ω 2a

2

+( 2ζΩa )2

（16）
惯容准零刚度隔振器的隔振性能用动态位移峰

值、力传递率峰值、隔振频带以及高频带的力传递率

4个性能评价指标来评价，并联式惯容准零刚度隔

振器的 4个性能评价指标确定过程如下。

1）动态位移峰值 am。将式（12）对激励频率 Ω
求导，可得
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J1da/dΩ+ J2 = 0

J1 = 2 é
ë
ê

ù
û
úγ1a+

3γ3
4 a3 + 5γ5

8 a5 - ( )1+ δ Ω 2a ×

é
ë
ê

ù
û
úγ1 +

9γ3
4 a2 + 25γ5

8 a4 - ( )1+ δ Ω 2 + 8ζ 2Ω 2a

J2 = 8ζ 2a2Ω- 4( )1+ δ aΩ×
é
ë
ê

ù
û
úγ1a+

3γ3
4 a3 + 5γ5

8 a5 - ( )1+ δ Ω 2a

（17）
对于动态位移峰值 am，满足 dam/dΩ=0，即 J2=

0，可得

Ω 2= 1
1+δ (γ1+ 3γ3

4 a2m+
5γ5
8 a4m)- 2ζ 2

( )1+δ 2 （18）

将式（18）代入式（12）可得

5( 1+ δ) ζ 2γ5a6m+ 6(1+ δ) ζ 2γ3a4m+ 8ζ 2 [ ( 1+
δ ) γ1 - ζ 2 ] a2m- 2(1+ δ2) F 2

e - 4δF 2
e = 0 （19）

求解式（19），可确定动态位移峰值 am。
2）力传递率峰值 TFpm。令式（16）力传递率 TFp

表达式中的分子与分母的平方分别为Np与Mp，即
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Np=( )γ1a+
3
4 γ3a

3+ 58 γ5a
5-δΩ 2a

2

+( 2ζΩa )2

Mp= é
ë
ê

ù
û
úγ1a+

3
4 γ3a

3+ 58 γ5a
5-( )1+δ Ω 2a

2

+( 2ζΩa )2

（20）
对于力传递率峰值 TFpm，满足 dTFpm/dΩ=0，即

NpdMp/dΩ-MpdNp/dΩ= 0 （21）
结合式（12）与式（21），求解此非线性方程组，

可确定力传递率峰值 TFpm。

3）隔振频带 Ωi。在隔振频带内，满足 TFp≤1，对
于临界隔振频率点（Ωif aif），有TFp=1，即Np=Mp，可得

Ω 2
if =

1
1+ 2δ (2γ1 + 3γ3

2 a2if+
5γ5
4 a4if) （22）

将式（22）代入式（12）可得

25
64 γ

2
5a10if+

15
16 γ3γ5a

8
if+[ 5( )1+2δ ζ 2γ5+

9
16 γ

2
3+

5
4 γ1γ5 ] a

6
if+[ 6( )1+2δ ζ 2+ 3

2 γ1 ] γ3a
4
if+[ 8( 1+

2δ ) ζ 2+γ1 ] γ1a2if-[ 4δ ( )1+δ +1 ] F 2
e=0 （23）

求解式（23），可确定临界隔振频率点（Ωif aif）。

若系统呈现线性或软特性，则隔振频带 Ωi由临界隔

振频率点（Ωif aif）决定；若系统呈现硬特性，则隔振频

带 Ωi由跳下频率点（Ωjd ajd）决定。将式（12）对振幅 a

求导，可得

J1 + J2dΩ/da= 0 （24）
对于跳下频率点，满足 dΩjd/dajd=0，即 J1=0，结

合式（12），求解此非线性方程组，可确定跳下频率

点（Ωjd ajd）。

4）高频带的力传递率 TFplim。当激励频率远大

于系统固有频率时，并联式惯容准零刚度隔振器在

高频带的力传递率为

TFp lim = lim
Ω≫ 1

TFp= δ/( 1+ δ ) （25）

阻尼比 ζ与激励力幅值 Fe对准零刚度隔振器动

态特性的影响已经被广泛研究，可知其动态位移峰

值 am与力传递率峰值 TFpm随着激励力幅值 Fe的增加

而增大，随着阻尼比 ζ的增加而减小。从式（7）表征

的并联式惯容准零刚度隔振器在简谐力激励下的无

量纲动力学方程中可看出，为了使根号项 4- X 2

有意义，位移 X应满足关系 0≤ | X | < 2，因此笔者

研究的惯容准零刚度隔振器的动态位移峰值 am不

应超过 2（0≤am<2），这是由组成惯容准零刚度隔

振器的菱形负刚度机构决定的，所以笔者研究考虑

激励力幅值较小的情况。

本研究的两个主要结构参数，即惯质比 δ与刚度

比 β对惯容准零刚度隔振器动态特性的影响，惯质比

δ决定了系统的惯性特性，刚度比 β决定了系统的刚

度特性。在下面的分析中对于不同的刚度比 β，长度

比 η=ηQZS，此时获得准零刚度特性，即 γ1 = 0。不同

惯质比 δ与刚度比 β下，并联式惯容准零刚度隔振器

的动态位移与力传递率分别如图 4与图 5所示，图中

的动态位移峰值 am与力传递率峰值TFpm用圆圈表示，

前 3个评价指标如图 6所示。在所选择的结构参数

范围内，并联式惯容准零刚度隔振器表现出硬特性，

隔振频带Ωi由跳下频率点（Ωjd ajd）决定。

从图 4、图 5与图 6中可看出，当其他参数不变

而仅改变惯质比 δ时，随着惯质比 δ的增加，并联式

惯容准零刚度隔振器的动态位移峰值逐渐增大，力

传递率峰值逐渐减小，隔振频带逐渐变宽，高频带的

力传递率逐渐增大；当仅改变刚度比 β时，随着刚度

比 β的增加，并联式惯容准零刚度隔振器的动态位

移峰值逐渐减小，力传递率峰值逐渐增加，隔振频带

逐渐变窄，高频带的力传递率基本一致。

对于并联式惯容准零刚度隔振器，若要减小动

态位移峰值，则应取较小的惯质比 δ与较大的刚度

比 β；若要减小力传递率峰值并拓宽隔振频带，则应

取较大的惯质比 δ与较小的刚度比 β；若要减小高频

带的力传递率，则应取较小的惯质比 δ。与准零刚

度隔振器相比，即令式（6）、式（7）与式（8）中的惯质

比 δ=0，其动态位移峰值较大，力传递率峰值较小，

隔振频带较宽，高频带的力传递率较大。

并联式惯容准零刚度隔振器动态响应的解析解

与数值解对比如图 7所示，两种数值解，即数值解 1

图 4 不同惯质比下并联式惯容准零刚度隔振器动态位移

与力传递率( β=2, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.4 Dynamic displacement and force transmissibility of

the parallel-connected inerter-based QZS vibration iso⁃
lator for different δ (β=2, η= ηQZS, ζ=0.05, Fe=
0.02)
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和 2，分别通过四阶定步长的龙格库塔法对原始系

统式（7）和近似系统式（8）进行数值积分求解得到。

在整个频带内，两种数值解比较一致，表明当激

励力幅值较小时，近似系统能够很好地模拟原始系

统；在低频区域解析解与数值解的误差较大，这是因

为本研究运用谐波平衡法主要得到了系统的主共振

响应，而数值解中也包含了高次谐波响应；在其他频

带，解析解与数值解的误差较小，说明运用谐波平衡

法求解系统的动态响应是可行的。

2 串联式惯容准零刚度隔振器

串联式惯容准零刚度隔振器如图 8所示，其中

惯容器与阻尼器先串联再与垂直弹簧并联，此系统

为 1.5自由度系统，惯容器从系统静态平衡位置开

始时的位移为 xb。

串联式惯容准零刚度隔振器在简谐力激励下的

动力学方程为

ì

í

î

ïï
ïï

( )m+b ẍ-bẍb+kv x+kh x ( )l0
4l 2-x2

+1 =fe cosωt

-bẍ+bẍb+cẋb=0

（26）

将式（26）无量纲化，可得

ì

í

î

ïï
ïï

( )1+δ X ″-δX ″b+X+βX ( )η

4-X 2
-1 =Fe cosΩT

-δX ″+δX ″b+2ζX ′b=0

（27）

其中：Xb=xb/l，其余无量纲参数与上节一致。

运用式（5），式（27）可近似为

图 5 不同刚度比下并联式惯容准零刚度隔振器动态位移

与力传递率( δ=1, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.5 Dynamic displacement and force transmissibility of the

parallel-connected inerter-based QZS vibration isola⁃
tor for different β (δ=1, η=ηQZS, ζ=0.05,Fe=0.02)

图 6 并联式惯容准零刚度隔振器动态位移峰值、传递率峰

值与隔振频带(η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.6 Peak dynamic displacement, peak force transmissibili⁃

ty and isolation frequency band of the parallel-connect⁃
ed inerter-based QZS vibration isolator (η= ηQZS, ζ=
0.05, Fe=0.02)

图 7 并联式惯容准零刚度隔振器动态响应解析解与数值解

对比( δ=1, β=2, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.7 Comparison between analytical results and numerical

results of the dynamic response for the parallel-con⁃
nected inerter-based vibration isolator (δ=1, β=2,
η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)

图 8 串联式惯容准零刚度隔振器

Fig.8 Series-connected inerter-based QZS vibration
isolator
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{( )1+ δ X ″-δX ″b+γ1X+ γ3X 3+γ5X 5=Fe cosΩT
-δX ″+δX ″b+2ζX ′b=0

（28）
运用谐波平衡法求解式（28），假设解的形式为

{X = a cosθ
Xb= ab cosθb （29）

忽略高次谐波项的影响，可得串联式惯容准零

刚度隔振器的幅频及相频特性关系

-2ζΩab cos ( θ- θb )= Fe sinθ （30）

( γ1- Ω 2 ) a+ 3γ3a3
4 + 5γ5a5

8 + 2ζΩab sin ( θ-

θb )= Fe cosθ （31）
δΩ 2a cos ( θb- θ )- δΩ 2ab= 0 （32）
δΩ 2a sin ( θb- θ )- 2ζΩab= 0 （33）

由式（32）与式（33），可得振幅 a与 ab的关系

ab= δΩa/ ( )δΩ
2 +( 2ζ )2 （34）

将式（34）分别代入式（30）与式（31），再平方相

加，可得

é

ë
êê ( γ1 - Ω 2 )+ 3γ3a2

4 + 5γ5a4
8 - 4δζ 2Ω 2

δ2Ω 2 + 4ζ 2
ù

û
úú

2

a2 +

é

ë
êê
2δ2ζΩ 3

δ2Ω 2 + 4ζ 2
ù

û
úú

2

a2 = F 2
e （35）

根据式（35）与式（34），可确定系统的振幅 a
与 ab。

经串联式惯容准零刚度隔振器传递到基础的无

量纲力为

Fts= γ1X + γ3X 3 + γ5X 5 + 2ζX ′b （36）
运用式（29），则串联式惯容准零刚度隔振器的

力传递率为

TFs= Fts/Fe=

é
ë
ê

ù
û
úγ1a+

3γ3a3
4 + 5γ5a5

8 + 2ζΩab sin ( θ- θb )
2

+

[ 2ζΩab cos ( θ- θb ) ]2
Fe

（37）
运用式（30）~（35），式（37）也可写为

TFs= Ns/Ms （38）

Ns=
é

ë
êê(γ1a+ 3γ3a3

4 + 5γ5a5
8 ) ( δ2Ω 2 + 4ζ 2 )-

4δζ 2Ω 2a
ù

û
úú

2

+[ 2δ2ζΩ 3a ]2 （39）

Ms=
é

ë
êê( ( γ1-Ω 2 ) a+ 3γ3a3

4 + 5γ5a5
8 ) ( δ2Ω 2+4ζ 2 )-

4δζ 2Ω 2a
ù

û
úú

2

+[ 2δ2ζΩ 3a ]2 （40）

串联式惯容准零刚度隔振器的 4个性能评价指

标求解过程与并联式类似，主要根据式（35）、式（38）
~（40），其高频带的力传递率 TFslim=0。

不同惯质比 δ与刚度比 β下，串联式惯容准零刚

度隔振器的动态位移与力传递率分别如图 9与图 10
所示，前 3个性能评价指标如图 11所示。在所选择

的结构参数范围内，串联式惯容准零刚度隔振器表

现出硬特性，隔振频带由跳下频率点决定。

当其他参数不变而仅改变惯质比 δ时，随着惯

质比 δ的增加，串联式惯容准零刚度隔振器的动态

位移峰值与力传递率峰值逐渐减小，隔振频带逐渐

变宽，当惯质比 δ增大到一定值后，动态位移峰值、

力传递率峰值与隔振频带变化很小，并渐近趋于准

零刚度隔振器的各个指标值，即如图 11中的虚线所

示。当仅改变刚度比 β时，随着刚度比 β的增加，串

联式惯容准零刚度隔振器的动态位移峰值逐渐减

小，力传递率峰值逐渐增加，隔振频带逐渐变窄，与

并联式惯容准零刚度隔振器的变化趋势类似。

对于串联式惯容准零刚度隔振器，若要减小动

态位移峰值，则应取较大的惯质比 δ与较大的刚度

图 10 不同刚度比下串联式惯容准零刚度隔振器动态位移

与力传递率( δ=1, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.10 Dynamic displacement and force transmissibility of

the series-connected inerter-based QZS vibration iso⁃
lator for different β (δ=1,η=ηQZS,ζ=0.05,Fe=0.02)

图 9 不同惯质比下串联式惯容准零刚度隔振器动态位移

与力传递率( β=2, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.9 Dynamic displacement and force transmissibility of the

series-connected inerter-based QZS vibration isolator
for different δ ( β=2, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
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比 β；若要减小力传递率峰值并拓宽隔振频带，则应

取较大的惯质比 δ与较小的刚度比 β。与准零刚度

隔振器相比，其动态位移峰值与力传递率峰值较大，

当惯质比较小时隔振频带较窄，而当惯质比较大时

隔振频带较宽，高频带的力传递率都趋于零。

串联式惯容准零刚度隔振器动态响应的解析解

与数值解对比如图 12所示，数值解 1和 2分别通过

四阶定步长的龙格库塔法对原始系统式（27）和近

似系统式（28）进行数值积分求解得到，对比结果与

并联式惯容准零刚度隔振器类似，表明近似系统能

够很好地模拟原始系统，运用谐波平衡法求解系统

的动态响应是可行的。

3 两种惯容准零刚度隔振器隔振性能

对比分析

并联式与串联式惯容准零刚度隔振器隔振性能

对比如图 13所示。与串联式惯容准零刚度隔振器

相比，并联式惯容准零刚度隔振器的动态位移峰值

较大，力传递率峰值较小，隔振频带较宽，高频带的

力传递率较大。当考虑减小力传递率峰值，拓宽隔

振频带，可选择并联式惯容准零刚度隔振器；当考虑

减小动态位移峰值与高频带的力传递率，可选择串

联式惯容准零刚度隔振器。

4 结 论

1）运用谐波平衡法可以方便地求解惯容准零

刚度隔振器的动态响应，解析解与数值解比较一致，

验证了解析解的精确性与可靠性，且采用泰勒级数

展开的近似系统能很好地模拟原始系统。

2）相较串联式惯容准零刚度隔振器，并联式惯

容准零刚度隔振器能进一步降低准零刚度隔振器的

力传递率峰值，拓宽隔振频带，但动态位移峰值与高

频带的力传递率较大。

3）串联式惯容准零刚度隔振器能拓宽准零刚

度隔振器的隔振频带，高频带的力传递率都趋于零，

图 13 两种惯容准零刚度隔振器动态性能对比 ( β=2, η=
ηqzs, ζ=0.05, Fe=0.02)

Fig.13 Comparison of the dynamic performance for the two
inerter-based QZS vibration isolators( β=2, η= ηqzs,
ζ=0.05, Fe=0.02)

图 12 串联式惯容准零刚度隔振器动态响应解析解与数值

解对比( δ=1, β=2, η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.12 Comparison between analytical results and numerical

results of the dynamic response for the series-connect⁃
ed inerter-based vibration isolator (δ =1, β =2,
η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)

图 11 串联式惯容准零刚度隔振器动态位移峰值、传递率峰

值与隔振频带(η=ηQZS, ζ=0.05, Fe=0.02)
Fig.11 Peak dynamic displacement, peak force transmissibili⁃

ty and isolation frequency band of the series-connect⁃
ed inerter-based QZS vibration isolator (η= ηQZS, ζ=
0.05, Fe=0.02)
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但动态位移峰值与力传递率峰值较大。
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