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摘要 建立了一种具有边界条件的局域共振型声子晶体梁的理论模型，其中声子晶体简支梁连接有周期分布的弹

簧振子结构。根据Hamilton原理得到了该结构的动力学方程，采用 Rayleigh⁃Ritz方法求得了该结构的动态特性以

及局域共振型带隙的数值结果。所得到的结果同已有文献中的实验结果具有较好的一致性，说明所提出的理论模

型是可行的。根据所建立的理论模型，分析了梁的长度和晶格常数对带隙的影响。可以看出：当声子晶体的晶格常

数相对于梁的长度较小时，结构的频响特性中具有明显的带隙，在弹簧振子的固有频率处有反共振峰出现，并且始

终位于带隙范围内；而当晶格常数相对于梁的长度较大时，结构的带隙情况较为复杂，且受边界条件的影响较大。
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引 言

近年来，声子晶体等具有周期结构的新型复合

材料受到了广泛的关注［1⁃5］。当声波或弹性波在声

子晶体结构中传播时，带隙范围内的波会受到抑制，

因此声子晶体在结构减振降噪方面具有广泛的应用

前景。目前，关于声子晶体带隙的产生机理主要有

布拉格散射机理和局域共振机理［6⁃8］，其中局域共振

型声子晶体可以在较低频率范围内形成带隙，因此

具有重要的研究意义。温激鸿等［9⁃10］将声子晶体简

化为结构周期性的弹簧振子，在研究无限周期弹簧

振子结构振动带隙的基础上，运用数值计算和振动

实验的方法分析了有限周期弹簧振子结构的振动和

传输特性。同时，运用理论计算、有限元仿真和实验

验证相结合的研究方法，对 1D~3D声子晶体纵向

振动及 1D和 2D声子晶体弯曲振动的带隙特性及减

振特性进行了研究，并对声子晶体的带隙机理进行

了初步探讨。通过将声子晶体的周期性结构引入到

细直梁的结构设计中，温激鸿等［11］构造了二组元变

截面的周期性结构细直梁，推导了细直梁弯曲振动

中的弹性波能带结构的计算方法，并采用有限元法

对有限周期结构条件下的振动传输特性进行了仿

真，分析了晶格尺寸、材料组分比、截面尺寸对振动

带隙的影响。郁殿龙等［12⁃13］针对 1D声子晶体和 2D
声子晶体薄板，运用平面波展开法分别计算了 1D声

子晶体的带隙结构和 2D声子晶体薄板的振动能带

结构，并仿真分析了 1D声子晶体横波对带隙的影响

及 2D声子晶体薄板的振动频率响应。Beli等［14］提

出了一种带互连局部谐振器的梁和板超材料结构，

运用 Timoshenko梁和Mindlin⁃Reissner板模型计算

了其能带结构和动态强迫响应。同时，通过改变局

部谐振器的互连特性，对带隙进行了参数化分析。

吴健等［15］设计了一种多频局域共振型声子晶体板结

构，基于平面波展开法建立了其弯曲波带隙计算理

论模型，分析了其带隙特性，并通过激光扫描测振仪

测试证实了该结构的两个低频带隙。Qian［16］通过结

合平面波展开法、Euler⁃Bernoulli梁理论和非局域理

论，研究了具有尺寸效应的压电声子晶体的纳米带

隙特性，分析了热电耦合、尺寸效应和几何参数对带

隙的影响。上述研究采用了传统的平面波展开法来

对声子晶体的弹性波带隙进行计算，但该方法存在

收敛速度慢的问题。为此，温激鸿等［17］将声子晶体

中的元胞简化为了有限自由度的弹簧振子结构，基

于集中质量法提出了 1D声子晶体弹性波带隙的快

速计算方法。通过比较该方法与传统平面波展开法

的计算结果和收敛性，表明了该方法具有较快的计
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算收敛速度。在文献［13］的研究工作基础上，刘铁

权等［18］基于辛数学方法，探讨了 1D声子晶体的晶格

振动，确定了波矢与本征值的色散关系，并通过本征

值计数法求解了特征频率，从而得到了 1D声子晶

体的禁带区间。蔡力等［19］通过分析声子晶体带隙边

缘振动模式，揭示了其带隙特性和变化规律，讨论了

一维声子晶体细直梁结构的弯曲振动，并通过振动

实验对其振动传输特性进行了测试，为带隙特性研

究和降噪设计提供了思路。陈圣兵等［20］针对局域

共振声子晶体，给出了含压电分流阵列的局域共振

梁带隙计算模型，运用传递矩阵法计算了弯曲波传

播常数，通过比较传统模型的计算结果，发现构建的

模型可以有效提高局域共振带隙的计算精度。齐晓

巧等［21］研究了空间梁声子晶体的带隙结构，通过求

解梁单元的振动方程，并结合声子晶体梁的力与位

移连续性条件和 Bloch定理，推导得到了声子晶体

的色散方程和带隙特性。Kuo⁃Chih等［22］研究了声

子晶体中点缺陷模式对弯曲波群速度的影响，并运

用转移矩阵法和超单元技术，从理论上得到了缺陷

模式的能带结构和群速度。另外，通过建立高灵敏

度光纤布拉格光栅传感系统和测量位移透射率，证

明了带隙内局域缺陷模式的存在。

但是，在目前声子晶体模型的研究中，一般并不

考虑模型的边界条件。为此，笔者建立具有边界条

件的局域共振型声子晶体梁的动态模型，依据Ham⁃
ilton原理，采用 Rayleigh⁃Ritz方法对该结构的动态

特性进行研究。将得到的数值结果同已有文献中的

实验结果进行比较，并分析结构的带隙情况。

1 理论模型

图 1给出了局域共振型声子晶体梁的理论模

型。图 1中，等截面简支梁长度为 L，弹性模量和转

动惯量分别为 E和 J，密度和横截面积分别为 ρ 和

A。不失一般性，假设该简支梁共连接有 S个弹簧 ⁃
质量系统，Ms和 ks为弹簧 ⁃质量系统的质量和刚度，

as为连接点的坐标。根据所示坐标系，可将梁的横

向振动响应用 u ( x，t )表示，质量块的位移用 vs ( t )表
示，且假设集中简谐激励 F cos (ωt )作用于梁上的点

aF处。因此，可将声子晶体梁的总动能 T和总势能

U表示为

T = ∫0
L 1
2 ρAu

2 ( x，t ) dx+ ∑
s

1
2 Msv2s ( t ) （1）

U= ∫0
L 1
2 EJ

é
ë
ê
∂2u ( x，t )
∂x2

ù
û
ú

2

dx+ ∑
s

1
2 ks [ vs ( t )-

u ( as，t ) ]2 （2）
采用 Euler ⁃Bernoulli模型构建梁的动力学模

型。若集中简谐激励作用于 x= aF处，则其所做的

功可以表示为

W = F cos (ωt ) u ( aF，t ) （3）
假设该结构在简谐激励作用下的动态响应也具

有简谐形式，因此假设

u ( x，t )= u ( x )cos (ωt ) （4）
vs ( t )= vs cos (ωt ) （5）

该结构动态模型应符合Hamilton原理，则有

δ ∫ t1
t2
(T - U+W ) dt= 0 （6）

假设 t1和 t2时刻系统的位移已知，并选择 t1和 t2
时刻之间的间隔为一个时间周期，则可得到简谐情

况下该结构激励和响应的变分方程

δ{12 Msω2vs 2 - ∫0
L 1
2 ρAω

2u2 ( x ) dx+

∑
s
∫0
L 1
2 EJ

é
ë
ê

ù
û
ú

∂2u ( x )
∂x2

2

dx+ Fu ( aF )-

∑
s

}1
2 ks [ vs- u ( as ) ]2 = 0 （7）

对于简支边界条件，梁的横向振动响应须满足

u ( 0 )= u ( L ) （8）
∂2u ( 0 )
∂x2 = ∂2u ( L )

∂x2 = 0 （9）

笔者采用 Rayleigh⁃Ritz方法进行求解，假设简

支梁的横向振动为

u ( x )= ∑
n

cn sin
nπx
L

（10）

此处所假设的横向振动试函数已经满足系统边

界条件。将所假设的梁的横向振动表达式代入变分

方程中，可以得到

图 1 声子晶体简支梁示意图

Fig.1 Schematic diagram of the phononic crystal beam
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∫0
L

ρAω2 ∑
m

cm sin
mπx
L ∑n sin

nπx
L
δcndx+

∑
s

M sω2vsδvs + F∑
n

sin nπaF
L

δcn-

∫0
L

EJ∑
m
( )- m 2 π2 cm

L2
sin mπx

L
×

∑
n
( )- n2 π2δcn

L2
sin nπx

L
dx- ∑

s

ks ( vs-

∑
m

cm sin
mπas
L

) ( δvs- ∑
n

sin nπas
L

δcn )= 0（11）

利用正弦函数的正交性，可得

L
2 ρAω

2 ∑
n

cn δcn+ ∑
s

M sω2vsδvs -

∑
s

ks ( vs- ∑
m

cm sin
mπas
L

) ( δvs-

∑
n

sin nπas
L

δcn )-
L
2 EJ∑n

n4 π4 cn
L4

δcn+

F∑
n

sin nπaF
L

δcn= 0 （12）

因此，根据变分 δcn和 δvs的任意性可以得到

∑
s

ks ( )vs- ∑
m

cm sin
mπas
L

sin nπas
L
+

L
2 ρAω

2 cn-
L
2 EJ

n4 π4
L4

cn=-F sin
nπaF
L

（13）

Msω2vs- ks ( vs- ∑
m

cm sin
mπas
L

)= 0 （14）

令Φ= [ c1 c2 ⋯ cN v1 v2 ⋯ vS] T，可
以将以上两式重新整理为矩阵形式，即有

(Mω2 + K) Φ= F （15）
其中

M = é
ë
ê

ù
û
ú

M 1 0
0 M 2

( )N + S ×( )N + S

（16）

{M 1
ij =

L
2 ρAδij

M 2
st = δst Ms

（17）

K= é
ë
ê

ù
û
ú

K 1 BT

B K 2
( )N + S ×( )N + S

（18）

K 1
ij =-

L
2 EJ

j4 π4
L4

δij- ∑
s

ks sin
iπas
L
sin jπas

L
（19）

K 2
st=-ksδst （20）

Bsi= ks sin
iπas
L

（21）

F= é
ë
ê

ù
û
ú

F 1

F 2
( )N + S × 1

（22）

F 1
i =-F sin

iπaF
L

（23）

F 2
s = 0 （24）

以上矩阵形式中，δij为 Kronecker符号，i和 j的

变化范围为 1~N，s和 t的变化范围为 1~S，且矩阵

M和 K均为实对称矩阵。求解式（15）即可以得到

该结构在集中载荷作用下的动态响应。

此外，当外载荷为零时，求解式（25）可得该耦

合系统的各阶固有频率以及对应的振型

(Mω2 + K) Φ= 0 （25）

2 数值计算

2.1 局域共振型声子晶体梁的动态特性

本节将对局域共振型声子晶体梁的动态特性进

行计算，并同文献［2］中的结果进行比较。计算时，

取 梁 的 参 数 如 下 ：L=1.0 m，EJ＝0.336 25 Nm2；

ρA=0.053 1 kg/m。文献［2］中的实验模型长度为

0.48 m，而本研究中为了满足 Euler⁃Bernoulli模型，

将梁的长度进行了延长。此外，每个弹簧振子的质

量 m=0.013 kg，刚度 k=125 352.0 N/m，周期弹簧

振子结构之间的晶格常数 Δa= 0.08 m，并对称地连

接于梁上。当简谐激励作用点 aF= 0.3L，梁上某点

x= 0.7L处的响应和激励之间的频率响应特性如

图 2所示，此时激励点和响应点之间共有 5个弹簧

振子结构。

图 2中绘制了有和无弹簧振子系统时，梁上两

点之间的频率响应特性。在频率段 200~600 Hz和
1 000~1 460 Hz之间，结构上激励点和响应点之间

弹性波的传递有较大幅度的衰减，这与文献［2］中

的实验结果比较接近。此外，由于不是无限周期结

构的形式，所以带隙范围内的弹性波并不能完全阻

隔。从图 2中还可以看出，相比于无周期结构的情

况，周期结构梁在带隙范围内的固有频率数减少了，

图 2 有周期结构和无周期结构时声子晶体梁的

频率响应曲线

Fig.2 Frequency responses of the phononic beam with and
without the periodic structure
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即周期结构使得原结构在带隙范围内发生共振的可

能减小。

2.2 关键参数对带隙的影响

本节将对梁的长度 L和声子晶体的晶格常数

Δa对梁动态特性的带隙的影响进行研究。梁和弹

簧振子的物理参数仍然采用前节的参数，当梁的长

度 L和弹簧振子之间的晶格常数 Δa发生变化时，对

结构的动态特性进行数值计算。为了和上节一致，

系统激励点和响应点的位置对称的设置在梁中心的

两侧，并且激励点和响应点之间始终保持有 5个弹

簧振子结构。首先考虑梁长度发生变化时的情况，

当弹簧振子之间的晶格常数 Δa= 0.08 m时，图 3给
出了梁长度 L=1.5，3.0，4.0，5.0 m时，结构上激励

点和响应点之间的频率响应曲线。从图 3中可以看

出，在 1 200 Hz内，周期结构梁有明显的带隙存在。

但 L=1.5 m和 L=3.0，4.0，5.0 m结构频响特性在

低频范围有一定不同。在 250~1 000 Hz范围内，当

L=1.5 m时有一个明显的峰值。L=3.0，4.0，5.0 m
时，系统的频率响应特性具有明显的带隙。在带隙

范围内，频率 494 Hz处都有反共振峰出现，而该频

率就是单个弹簧振子的固有频率。也就是说，当梁

的长度较大时，尽管随着梁长度的变化，梁自身的固

有频率会发生变化，但声子晶体的带隙形式是比较

接近的。

为了研究弹簧振子的晶格常数 Δa发生变化时

结构的频率响应特性，假设梁的长度 L=2.0 m，绘

制了 Δa= 0.04，0.06，0.08 m时结构的频率响应特

性，如图 4所示。由图 4可以看出，当弹簧振子间的

间隙减小时，结构频率响应特性中带隙范围将增加，

这与声子晶体结构的特点是吻合的。与图 3类似，

在频率 494 Hz处，也就是单个弹簧振子的固有频率

处有反共振峰存在。下面考虑梁长度 L较小时的情

况，图 5绘制了 L=1.2 m时系统的频率响应特性。

当 Δa= 0.04 m时，结构的带隙类似于图 4中的曲

线。当 Δa= 0.06 m时，结构的带隙也非常明显，但

没有极值出现，并且带隙的范围要小于 Δa= 0.04 m
的情况。当 Δa= 0.08 m时，结构的带隙情况则较

为复杂。

根据以上的数值结果可以看出，对于声子晶体

简支梁而言，其带隙可分为两种情况。当 Δa/L值

较小时，结构的带隙较为明显，并且在单个弹簧振子

的固有频率处有反共振峰出现。随着弹簧振子之间

间隙的减小，带隙的范围也逐渐增加。当 Δa/L值

较大时，结构的带隙表现的较为复杂，即边界条件对

带隙的影响较大。

3 结束语

笔者建立了声子晶体简支梁的理论模型以研究

局域共振型声子晶体梁的带隙，简支梁上平均分布

有一系列的弹簧振子系统。根据 Hamilton原理建

立了声子晶体简支梁的理论模型，并采用 Rayleigh⁃

图 3 长度变化时梁的频率响应特性（Δa= 0.08 m）
Fig.3 Frequency responses of the beam considering the dif⁃

ferent beam lengths（Δa= 0.08 m）

图 4 弹簧振子晶格常数变化时梁的频率响应特性

（L=2.0 m）
Fig.4 Frequency responses of the beam considering the dif⁃

ferent lattice constants（L=2.0 m）

图 5 弹簧振子晶格常数变化时梁的频率响应特性

（L=1.2 m）
Fig.5 Frequency responses of the beam considering the dif⁃

ferent lattice constants（L=1.2 m）
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Ritz方法对其求解，最终得到该结构的动态特性。

将数值结果同已有文献中的实验结果进行比较，二

者之间具有较好的一致性。进一步对梁的长度和声

子晶体的晶格常数对带隙的影响进行分析，当晶格

常数相对于梁长度较小时，结构的带隙较为明显。

在弹簧振子结构的固有频率处，频率响应函数有反

共振峰出现，并且位于带隙范围内。当晶格常数减

小时，带隙范围增大。而当晶格常数相对于梁长度

较大时，结构的带隙情况则较为复杂，受边界条件影

响较大。
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