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转子进动定理的扩充和完善
∗

廖明夫， 赵清周
（西北工业大学动力与能源学院 西安，710072）

摘要 为更深入地揭示转子进动的轨迹特征，提出了关于转子进动轨迹的 2个定理。定理 1表明，转子进动的任一

阶轨迹分量所围面积可直接由同阶频率成分构成的轨迹方程系数矩阵行列式求得。定理 2证明，转子进动轨迹矢

径在单位时间内所扫过的面积是恒定的，而与起始点无关。同时，提出了欧拉复向量的内积法则，即 2个欧拉复向

量的内积等于 2个复向量的幅值与欧拉角之差的余弦三者之积，且符合交换律。利用 2个定理和内积法则对转子进

动理论进行了补充和完善。结果表明，在转子的运动中，作用力所做的功关于转子的进动是正交的。所得结论对于

揭示转子的进动规律和机理、诊断转子故障具有参考价值。
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引 言

转子的进动轨迹是描述转子振动特征最清晰的

表达形式之一。根据进动轨迹，可把转子的进动分

解成正进动分量和反进动分量，有利于凸显转子的

涡动特征。由于正、反进动量既反映了转子振动的

频率和幅值，又包含了转子振动的相位信息，而且还

显示了转子进动的方向，因此正、反进动量作为转子

振动的特征量，可清晰地表征激振力和转子运动之

间的关系，比传统的频谱更敏感，与故障类型的对应

关系更明确。基于这些特点，进动分析成为转子振

动特性分析和故障诊断的有效工具［1⁃14］。文献［14］
提出了转子进动的 4个定理。

定理 1：转子进动的椭圆轨迹可分解为正进动

圆轨迹和反进动圆轨迹。椭圆轨迹所围的面积等于

正进动圆轨迹所围面积与反进动圆轨迹所围面积之

差的绝对值。文献［14］仅用正椭圆轨迹予以了证

明，缺乏一般性。

定理 2：椭圆轨迹的周长小于等于正进动圆轨

迹和反进动圆轨迹周长之和；而大于等于正进动圆

轨迹和反进动圆轨迹中半径较大一个进动圆轨迹的

周长。文献［14］利用一个近似公式证明了定理 2，
精准度受到影响。

定理 3：转子上的作用力也可分解为正进动作

用力和反进动作用力，正进动作用力只在正进动轨

迹上做功，而不会在反进动轨迹上做功；同理，反进

动作用力只在反进动轨迹上做功，而不会在正进动

轨迹上做功［14］。

定理 4：正进动作用力在正进动轨迹上所做的

功等于正进动作用力幅值矢量与正进动位移幅值矢

量的内积；反进动作用力在反进动轨迹上所做的功

等于反进动作用力幅值矢量与反进动位移幅值矢量

的内积；转子上作用力所做的总功等于正进动作用

力所做的功与反进动作用力所做的功之代数和［2］。

对于定理 3和定理 4，文献［14］仅给出了示例，

但未给出证明。文献［2］对 4个定理进行了证明，但

证明方法较为繁琐。

笔者首先提出转子进动轨迹面积的参数定理，

并给出证明。利用轨迹面积的参数定理对文献［14］
提出的转子进动定理 1的普适性进行了证明。同

时，提出了关于转子轨迹所围面积时不变特征的新

定理并予以了证明。提出了复向量的内积法则，对

文献［14］提出的定理 3进行了证明，简捷、清晰并具

有普适性。以不平衡力和间隙激振力为例，说明这

些定理在实际中的应用。

1 转子进动轨迹的参数定理

一般情况下，转子进动轨迹可能包含若干个频

率分量，但总可通过频域分析，将进动轨迹按照频率

成分进行阶次分解。分解之后，就可得到若干阶轨

迹分量。

通常转子的任一阶进动轨迹分量为斜椭圆，如

图 1所示，其中，长轴为 a1，短轴为 b1。取其中某一
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阶轨迹分量作为分析对象，分析方法和结果适合任

意频率成分。为书写简单，未加阶次下标。任一阶

进动轨迹方程皆可表示为

x ( t )= xccosΩt+ xssinΩt （1）
y ( t )= yc cosΩt+ ys sinΩt （2）

其中：xc 和 xs 表示按照频率 Ω对转子在 x方向的振

动进行分解得到的频率成分；yc 和 ys 表示转子在 y

方向振动的频率成分。

将式（1）和式（2）写成矩阵形式的轨迹方程

{ }xy = é
ë
ê

ù
û
ú

xc xs
yc ys { }cosΩt

sinΩt
（3）

其中：
é
ë
ê

ù
û
ú

xc xs
yc ys

为轨迹方程的系数矩阵。

由式（3）所表示的椭圆轨迹所围的面积为

A= πabs ( )|||||

|
||
é
ë
ê

ù
û
ú

xc xs
yc ys

=

π || xc ys- xs yc

（4）

即转子任意一阶进动轨迹所围的面积可直接由轨迹

方程系数矩阵的行列式求得。

证明：在 ( x 1，y1 )坐标系，椭圆轨迹的方程为

{ }x1y1 = é
ë
ê

ù
û
ú

a1 0
0 b1 { }cosΩt

sinΩt
（5）

椭圆轨迹所围的面积为

A= πa1b1 （6）
( x 1，y1 )坐标系与 ( x，y )坐标系之间的变换关

系为

{ }x1y1 = é
ë
ê

ù
û
ú

cosα sinα
-sinα cosα { }xy （7）

其中：α为两个坐标系间的夹角。

将式（5）和式（3）分别代入式（7）的左右两边，

得到

é
ë
ê

ù
û
ú

a1 0
0 b1

= é
ë
ê

ù
û
ú

cosα sinα
-sinα cosα

é
ë
ê

ù
û
ú

xc xs
yc ys

（8）

由此解得

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

a1 = xc cosα+ yc sinα
b1 =-xssinα+ yscosα
xs cosα+ ys sinα= 0
-xcsinα+ yccosα= 0

（9）

a1b1 =
( xc cosα+ yc sinα ) (-xs sinα+ ys cosα )=
xc ys cos2α- xs yc sin2α- xc xs cosα sinα+
yc ys sinα cosα= xc ys cos2α- xs yc sin2α+
xc ys sin2α- xs yc cos2α= xc ys- xs yc （10）

椭圆轨迹所围的面积为

A= πa1b1 = π || xc ys- xs yc =

π
|

|
||

|

|
||
é
ë
ê

ù
û
ú

xc xs
yc ys

（11）

转子进动轨迹的参数定理起源于对转子进动轨

迹的分析，但在数学上也给出了求解参数方程表达

的任意椭圆面积的简捷方法。下面利用参数定理对

文献［14］中的面积定理进行证明。

如图 2所示，任一阶椭圆轨迹可以分解为同阶

正进动圆轨迹分量和同阶反进动圆轨迹分量。

椭圆轨迹的方程如式（3）所示。

正进动圆轨迹的半径为

r+ =
1
2 [( xc+ ys )+ j( yc- xs ) ] （12）

反进动圆轨迹的半径为

图 1 转子某一阶进动椭圆轨迹分量

Fig.1 An elliptical orbit of rotor precession

图 2 转子的椭圆轨迹（正、反进动圆轨迹）

Fig.2 An elliptic orbit of the rotor（forward whirl and back whirl component）
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r- =
1
2 [( xc- ys )+ j( yc+ xs ) ] （13）

文献［14］所述的面积定理为：转子任何一阶进

动轨迹所围的面积等于该阶正、反进动圆轨迹所围

面积之差的绝对值，即

A= | A+- A- | （14）
其中：A为转子进动椭圆轨迹所围的面积；A+ 为对

应的正进动圆轨迹所围面积；A-为对应的反进动圆

轨迹所围的面积。

证明：由式（12）和式（13）可得正进动圆轨迹所

围的面积为

A+ =
1
4 π [( xc+ ys )2 +( yc- xs )2 ] （15）

反进动圆轨迹所围的面积为

A- =
1
4 π [( xc- ys )2 +( yc+ xs )2 ] （16）

正、反进动圆轨迹所围面积之差的绝对值为

|| A+- A- = 1
4 π|( xc+ ys )2 +( yc- xs )2 -

[( xc- ys )2 +( yc+ xs )2 ] |=

π || xc ys- xs yc = πabs ( )|||||

|
||
é
ë
ê

ù
û
ú

xc xs
yc ys

= A （17）

上述利用进动轨迹参数定理对面积定理的证明

适合于任意阶次和任意方向的椭圆轨迹，证明了面

积定理的普适性。

2 转子进动轨迹矢径所扫面积的时不

变定理

当转速恒定时，转子进动轨迹矢径在单位时间

内所扫过的面积是恒定的，即转子进动轨迹矢径所

扫面积的瞬时变化率为常数，dA/dt= C const。

证明：如图 3所示，在时间 dt内，轨迹矢径所扫

过的面积为 dA，则有

dA= 1
2 θ̇r

2dt （18）

其中：θ̇为转子进动角速度。

当转速恒定时，根据式（14）可得

dA= | dA+- dA- |= 1
2 | r

2
+ - r 2- |Ωdt （19）

或
dA
dt =

1
2 | r

2
+ - r 2- |Ω= C const （20）

定理 2表明，即使转子恒速运转，若其进动轨迹

为椭圆轨迹，则进动角速度仍是时变的。

3 复向量的内积法则

任意两个欧拉复向量 σejα和 δejβ的内积为

x= σejα δejβ= δejβ σejα= σδ cos ( α- β ) （21）
其中：j= -1；σ和 δ为任意实数；α和 β为任意角度。

证明如下
x= σejα δejβ=
σ ( cosα+ jsinα ) δ ( cosβ+ jsinβ ) =
δ ( cosβ+ jsinβ ) σ ( cosα+ jsinα )=
σδ ( cosα cosβ+ sinα sinβ )= σδ cos ( α- β ) （22）
特别注意，j与 j的内积为 1，即 jj=1。
在转子动力学中，常用欧拉复向量来表征转子

的进动和作用在转子上的力［1⁃2，4，9］。在转子进动过

程中，作用力所做的功是判定转子响应特征的重要

度量。上述的内积法则为确定作用力做功提供了简

捷的算法。

现运用内积法则补充证明文献［14］所提出的作

用力做功的正交性定理。转子上作用力的某一频率

分量可表示为

F= F+ejΩt+ F-e-jΩt （23）
其中：F+为正进动作用力力幅；F-为反进动作用力

力幅；Ω为力作用的频率。

设转子对应的同频率进动轨迹为

r= r+ + r- = r+ej( Ωt+ β+)+ r-e-j( Ωt+ β-) （24）
其中：r+ 为转子正进动轨迹分量；r- 为转子反进动

轨迹分量；r+ 为转子正进动轨迹半径；r- 为转子反

进动轨迹半径；β+为正进动相角；β-为反进动相角。

作用力所做的微功为

dW =( F+ejΩt+ F-e-jΩt ) dr=
( F+ejΩt+ F-e-jΩt ) ( dr+ + dr- )

（25）

dr=[ jΩr+ej( Ωt+ β+)- jΩr-e-j( Ωt+ β-)] dt （26）
dr+ = jΩr+ej( Ωt+ β+)dt （27）
dr- =-jΩr-e-j( Ωt+ β-)dt （28）

其中：dr+和 dr-分别为正、反进动轨迹上的微位移。

由欧拉公式，j可表示为

j= ej
π
2 （29）

式（27）和式（28）变为

dr+ = Ωr+e
j( Ωt+ π

2 + β+)dt （30）

图 3 转子进动扫过的面积

Fig.3 The aera swept by the precessional motion of the rotor
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dr- = Ωr-e
-j( Ωt+ π

2 + β-)dt （31）
正进动作用力所做的微功为

dW+ = F+ejΩtdr= F+ejΩt ( dr+ + dr- ) （32）
将式（27）和式（28）代入式（32），并运用内积法

则，可得
dW+ = F+ejΩt ⋅ dr= dW++ + dW+- =
-[ ΩF+ r+ sinβ+ + ΩF+ r- sin ( 2Ωt+ β- ) ] dt（33）

其中

dW++ =-ΩF+ r+ sinβ+dt （34）
dW+- =-ΩF+ r- sin ( 2Ωt+ β- ) dt （35）

dW++，dW+- 分别为正进动作用力在正、反进

动轨迹上所做的微功。

转子进动一周，正进动作用力在正进动轨迹上

所做的功为

W++ = ∫0
2π
dW++ =-∫0

2π
F+ r+ sinβ+d ( Ωt )=

-2πF+ r+ sinβ+ （36）
W++分别与正进动作用力力幅 F+和转子正进

动轨迹半径 r+ 成正比，且与正进动轨迹的相角相

关。当 β+ ≠ kπ（k=0，±1，±2，…）时，W++ ≠ 0，
即正进动作用力在正进动轨迹上会做功。

转子进动一周，正进动作用力在反进动轨迹上

所做的功为

W+- = ∫0
2π
dW+- =

-∫0
2π
F+ r- sin ( 2Ωt+ β- ) d ( Ωt )=

1
2 F+ r- cos ( 2Ωt+ β- ) | 2π0 = 0 （37）

可见，正进动作用力在反进动轨迹上所做的功

始终为 0。
同理，可得到转子进动一周反进动作用力在反

进动轨迹上所做的功为

W-- = ∫0
2π
dW-- =-∫0

2π
F- r- sinβ-d ( Ωt )=

-2πF- r- sinβ- （38）
转子进动一周，反进动作用力在正进动轨迹上

所做的功为W-+ = 0。

4 应用示例

4.1 不平衡力的分解与做功

转子不平衡是转子上最常见的激振力。不平衡

力在 x和 y方向的分量分别为

Fxε= mεΩ 2 cos ( Ωt+ β ) （39）
Fyε= mεΩ 2 sin ( Ωt+ β ) （40）

写成进动作用力形式为

Fε= Fxε+ jFyε= F+ εejΩt= mεΩ 2 ejβejΩt （41）

其中：F+ ε= mεΩ 2 ejβ为正进动作用力。

这说明转子不平衡只会产生正进动作用力。

在不平衡力作用下，转子的进动轨迹为

r= r+ej( Ωt+ β+)+ r-e-j( Ωt+ β-) （42）
根据内积法则，转子自转一周内不平衡力所做

的功为

Wε= ∫0
T

Fεdr= ∫0
T

F+εdr+ =

∫0
2π
mεΩ 2 r+ cos ( β- β+-

π
2 ) d ( Ωt )=

2πmεΩ 2 r+ sin ( β- β+ ) （43）
其中：T为转子振动的周期。

由式（43）可见，当不平衡力相位超前于正进动

轨迹矢量 r+，即 β> β+时，不平衡力做正功；当不平

衡力相位滞后于正进动轨迹矢量 r+，即 β< β+ 时，

不平衡力做负功；当不平衡力与正进动轨迹矢量 r+
同相位，即 β= β+时，不平衡力不做功。

4.2 间隙激振力的分解与所做的功

在汽轮机、轴流压缩机及航空发动机等机械中，

当转子轴线偏离机匣中心时，密封间隙或叶尖间隙

会对转子产生间隙气动激振力。间隙激振力［12］可

表达为

{ }Fx

Fy

=- é
ë
ê

ù
û
ú

sxx sxy
syx syy { }xy （44）

其中：Fx和 Fy为间隙激振力在 x和 y方向的分量；sxx
和 syy为主刚度；sxy=- syx为反对称交叉刚度。

转子的轴心进动轨迹为

r= r+ejΩt+ r-e-jΩt （45）
可将间隙激振力分解成正、反进动作用力的形

式，即

F=Fx+ jFy=- s0 r-Δs0 r ∗+ sxy jr=
- s0 [ r+ejΩt+ r-e-jΩt ]+ sxy j [ r+ejΩt+ r-e-jΩt ]-
Δs0 [ r *+ e-jΩt+ r *- ejΩt ]=( jsxy r+- s0 r+-Δs0 r *- ) ejΩt+
( jsxy r-- s0 r--Δs0 r *+ ) e-jΩt=F+ejΩt+F-e-jΩt

（46）
其中：r *+为正进动轨迹矢量 r+的共轭矢量；r *-为反

进动轨迹矢量 r-的共轭矢量。

s0 =
1
2 ( sxx+ syy ) （47）

Δs0 =
1
2 ( sxx- syy ) （48）

F+ =( jsxy- s0 ) r+- Δs0 r *- （49）
F-=( jsxy- s0 ) r-- Δs0 r *+ （50）

根据作用力做功正交性定理和内积法则，转子

振动一个周期内，间隙激振力所做的功为

W = ∫0
T

Fdr= ∫0
2π
F+ jr+dθ-
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∫0
2π
F- jr-dθ= 2πsxy [ r 2+ - r 2- ] （51）

由式（51）可见，间隙激振力所做的功与轨迹所

围的面积和反对称交叉刚度成正比。当正进动占优

时，即 | r+ |> | r- |时，则间隙激振力做正功，W > 0，
反对称交叉刚度会使得转子失稳。

但对于支承各向异性的转子，当在水平与垂直

临界转速之间运行时，即 ωy< Ω< ωx时，反进动占

优，|r-|> |r+|。此时，间隙激振力做负功，W < 0。
这表明反对称交叉刚度将会抑制转子反进动失稳，

发挥镇定作用。

上述 2个示例说明，应用内积法则很容易求得

激振力所做的功。其物理意义是，正进动作用力只

会影响转子正进动的稳定性，而反进动作用力只影

响转子反进动的稳定性，这为诊断转子故障提供了

重要准则。

5 结 论

1）介绍了转子进动分析的基本理论，提出并证

明了转子运动轨迹所围面积的参数定理。利用轨迹

面积的参数定理对文献［14］提出的转子进动面积定

理进行了证明，证明了其普适性。同时，提出并证明

了关于转子轨迹所围面积时不变特征的新定理。提

出了复向量的内积法则，对证明文献［14］的做功正

交定理更加简捷、清晰，并具有普适性。

2）提出了关于转子进动轨迹的 2个定理。定

理 1表明，转子进动的任一阶轨迹分量所围面积可

直接由同阶频率成分构成的轨迹方程系数矩阵行列

式求得。定理 1虽起源于对转子进动轨迹的分析，

但在数学上也给出了求解参数方程表达的任意椭圆

面积的简捷方法。

3）定理 2证明，转子进动轨迹矢径在单位时间

内所扫过的面积是恒定的，而与起始点无关。这表

明，若转子进动轨迹为椭圆轨迹，即使转子恒速运

转，则进动角速度仍是时变的。同时，提出了欧拉复

向量的内积法则，即 2个欧拉复向量的内积等于两

个复向量的幅值与欧拉角之差的余弦之积，且符合

交换律。

4）利用 2个定理和内积法则对转子进动理论

进行了补充和完善，并给出了应用示例。结果表明，

在转子的运动中，作用力所做的功关于转子的进动

是正交的。
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