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摘要 为快速精确获取刚性体惯性参数，对基于频响函数的刚性体惯性参数识别方法展开了研究。首先，对惯性参

数识别算法进行了研究，并借助多体动力学仿真分析进行了验证；其次，深入分析了影响该识别方法精度的主要因

素和影响规律，分析表明激励点和响应点的坐标误差以及激励方向对识别精度影响较大；最后，完成了惯性参数识

别实验装置的设计，并进行实验研究。实验结果表明：刚体质量以及质心位置识别精度在 4%以内，转动惯量以及

惯性积识别精度均在 10%以内，识别精度和效率满足工程实际需求。
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引 言

刚体惯性参数（质量、质心位置、转动惯量和惯

性积）是机械动态仿真分析、悬置系统设计优化、多

体动力学仿真预测以及确定、评价产品结构性能的

重要参数［1］。因此，结构惯性参数的高效、准确识别

是非常重要的。传统惯性参数识别方法有落体测试

法、三线摆法［2］及三维实体模型计算法等。落体测

试法以及三线摆法测试时需要特定的实验设备，对

于大型的复杂结构测量难度较大，效率较低［3］。三

维实体模型计算法必须建立实体三维模型，对于像

发动机等复杂结构建立准确的三维模型是非常困难

的［4］。质量线法是利用频响函数的质量线来识别刚

体惯性参数，识别过程忽略了系统刚度和阻尼［1，3，5］。

因为实验中系统刚度［6］和阻尼的存在，此识别方法

识别精度较低。

基于频响函数的直接参数识别法［7］受到广大学

者的关注。直接参数识别法是将系统刚度和阻尼作

为未知量，基于频响函数刚体固有频率频带范围识别

系统惯性参数［8］。系统刚度和阻尼也参与计算，识别

算法比较理想。在频响函数中，系统固有频率处的信

噪比较高，数据测量也较为可靠。为了解决传统识别

方法的问题，笔者采用直接参数识别算法，设计实验

装置，来提高刚体惯性参数识别精度和识别效率。

1 刚体惯性参数识别方法

在外界激励下，刚体做微小振动，系统在原点的

动力学方程可以表示为

MẌ 0 ( t) + KX ( t) + CẊ 0 ( t) = F 0 ( t) （1）
其中：M为质量矩阵；K为刚度矩阵；C为阻尼矩阵；

F为原点处的广义力向量；X为原点处的位移向量。
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mzc 0 mxc -Jxy Jyy -Jyz
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（2）

F 0 = {fx，fy，fz，Mx，My，Mz}T （3）

X 0 = {x0，y0，z0，α，β，γ}T （4）

在 j点的激励力的大小为 fj，激励点的坐标为

{xj，yj，zj}，激 励 方 向 与 x，y，z 轴 的 夹 角 分 别 为

θxj，θyj和θzj，在原点处产生的激励力为

F 0 = T j0 fj （5）
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cosθxj
cosθyj
cosθzj

-zj cosθyj+ yj cosθzj
-xj cosθzj+ zj cosθxj
-yj cosθxj+ xj cosθyj

（6）

假设发动机做微小振动，j点激励在原点O产生

的加速度响应为 Ẍ 0，在响应点 i处产生的加速度为

a i= T io Ẍ 0 （7）

其中：a i= {axi，ayi，azi}T。
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1 0 0 0 zi -yi
0 1 0 -zi 0 xi
0 0 1 yi -xi 0

（8）

Ẍ 0 = (T i0
TT i0)-1T i0

Ta i （9）
将式（1）两边进行傅里叶变换［9］得

(M - K/ω2 - jC/ω) Ẍ 0 (ω) = F 0 (ω) （10）

(M - K/ω2 - jC/ω) H 0 (ω) = T j0 （11）

其 中 ：H 0 (ω) = T aH ij (ω)；T a= (T i0
TT i0)-1T i0

T；

H ij (ω) = ( a i ( )ωF j ( )ω )为系统响应点 i和激励点 j之间的

频率响应函数。

分别取 p和 q两个不相等的频率代入式（11）得

(M - K/ωp
2 - jC/ωp) H 0 (ωp) = T j0 （12）

(M - K/ωq
2 - jC/ωq) H 0 (ωq) = T j0 （13）

式（12）两侧同时取共轭得

(M - K/ωp
2 + jC/ωp) ----H 0 (ωp) = T j0 （14）

当质量矩阵和刚度矩阵为对称阵时，对式（12）
两 侧 同 时 乘 ωqH T

0 (ωq)，式（13）两 侧 同 时 乘

ωpH T
0 ( )ωp ，可得

H T
0 (ωp) (K+ ωpωqM) H 0 (ωq) = Apq （15）

其中：

Apq=
ωpωq

2H T
0 ( )ωq T j0 - ωp

2ωqH T
0 ( )ωp T j0

ωq- ωp
。

对式（13）两侧同时乘 ωp
-
H

T
0 ( )ωp ，式（14）两侧

同时乘 ωqH T
0 ( )ωq ，可得

-
H

T
0 ( )ωp (K- ωpωqM) H 0 (ωq) = Bpq （16）

其中

Bpq=
ωpωq

2-H
T
0 ( )ωp T j0 + ωp

2ωqH T
0 ( )ωq T j0

-(ωq+ ωp )
。

当 p≥ 6且 q≥ 6时，由式（15）和式（16）得

Y 1
TKY 2 + ωpY 1

TMY 2ωq= A pq （17）
-
Y 1

T
KY 2+ ωp

-
Y 1

T
MY 2ωq= B pq （18）

由式（17）和式（18）将ＫＫ矩阵消掉可得

AMB= F （19）
其中：B= Y 2ωq；

A= Y 1
T (Y 1

-
Y 1)

-1
Y 1ωp

-
Y 1

T + ωqY 1
T；

F= A pq- Y 1
T (Y 1

-
Y 1)

-1
Y 1B pq。

式（19）通过矩阵理论 Kronecker积理论将质量

矩阵求解出来。

2 惯性参数识别实验装置设计及分析

2.1 惯性参数识别装置设计与原理

惯性参数识别装置由托盘、质量块和橡胶悬置

组成［3］，质量块固定在托盘上形成一个整体，托盘通

过 4个橡胶悬置固定在大地上。被测物体形状复

杂，激励点和响应点的坐标和角度会引入较大误差，

采用激励和响应都在托盘上，可以避免误差，提高结

果精度。托盘和质量块作为一个刚性体，在托盘上

布置激励点和响应点，得到频率响应函数［10］，带入识

别算法中可以求得系统的质量矩阵，得到刚体各个

惯性参数。

2.2 惯性参数识别仿真分析

在多刚体动力学软件 ADAMS建立仿真模型，

如图 1所示。仿真时取了３个激励点和 4个响应点，

３个激励点分别为不在同一点的 x，y，z轴３个方

向，可以保证把系统所有模态振型［11］激发出来。激

励采用正弦扫频激励信号，设置完成仿真模型参数

后，在 ADAMS振动模块中提取激励点和响应点的

频率响应函数带入识别算法程序中，识别结果以及

识别误差如表 1所示。

图 1 多体动力学仿真模型

Fig.1 Multi-body dynamics simulation model
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2.3 识别结果影响因素分析

2.3.1 激励点和响应点坐标误差的影响

由于力锤的敲击和传感器的安装［12‑13］都是一个

平面，所以力锤的敲击坐标和传感器的安装坐标不

可能是一个点，总会有坐标误差。因此，在程序计算

时，把所有激励点和响应点坐标分别加入 0.5~
5 mm的误差进行运算，其激励点和响应点的坐标误

差与系统惯性参数识别结果的关系如图 2和图 3
所示。

2.3.2 激励角度与传感器安装角度误差的影响

在实验中，传感器安装和力锤敲击总会有角度

的误差。程序计算时，在所有激励点上的力锤激励

角度和所有响应点上的传感器安装角度加入 0.5°~
5°的误差。其激励角度和传感器安装角度误差与系

统惯性参数识别误差关系如图 4和图 5所示。

2.3.3 噪声的影响

在频率响应函数测量过程中，在激励端和响应

端都会存在噪声，从而影响识别结果精度。在测得

的频率响应函数幅值中加入 0.5%~5%的随机误

差，惯性参数识别误差与频响函数随机误差关系如

图 6所示。

3 惯性参数识别装置

3.1 实 验

实验设备分别有笔记本电脑、一套 B&K振动测

试仪器（包括力锤、三向传感器、前端、放大器、连接

线若干）及待测质量块系统。按照 2.2节的仿真模

型搭建实验平台，托盘和质量块均为表面平整光滑

表 1 待测体的惯性参数误差

Tab.1 Inertial parameters error of the object to be
measured

识别参数

质量/kg

质心/mm

转动惯量/（kg·m2）

惯性积/（kg·m2）

方向

xc
yc

zc
Jxx
Jyy
Jzz
Jxy
Jxz
Jyz

参考值

18.55
80
50
125
0.423
0.529
0.239
0.074
0.185
0.116

识别值

18.55
79.60
49.89
125.06
0.423
0.528
0.238
0.074
0.158
0.115

误差/%
0
0.51
0.23
0.05
0
0.19
0.42
0
0
0.86

图 2 激励点坐标误差对识别精度的影响

Fig.2 Influence of excitation point coordinate error on
recognition accuracy

图 3 响应点坐标误差对识别精度的影响

Fig.3 Influence of response point coordinate error on
recognition accuracy

图 4 激励角度误差对识别精度的影响

Fig.4 Influence of excitation angle error on recognition
accuracy

图 5 传感器安装角度误差对识别精度的影响

Fig.5 Influence of sensors installation angle error on
recognition accuracy

图 6 频响函数随机误差对识别精度的影响

Fig.6 Influence of random error of frequency response
function on recognition accuracy
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的钢块，托盘和质量块固定在一起，可以看作一个刚

体。托盘通过 4 个橡胶悬置块固定在型材钢架

上［14］，如图 7和图 8所示。

3.2 识别结果分析

实验测得所有激励点和响应点之间的频率响应

函数，所有测点的频率响应函数幅值如图 9所示，相

干函数如图 10所示。固有频率附近的频响函数信

噪比较高，因此选取 6阶刚体模态固有频率附近的

频响函数进行计算。由图 10相干函数可知，在计算

频带中的相干函数值接近 1，说明测得的频响函数

较为可靠。质量系统实验结果及误差如表 2所示。

经计算，减去托盘惯性参数后的质量块的识别结果

及误差如表 3所示。

表 2和表 3实验结果表明，系统质量以及质心

位置的识别误差在 3%以内，转动惯量和惯性积的

识别误差均在 9%以内。由于系统转动惯量和惯性

积数值较小，且受到激励点响应点坐标误差等因素

的影响较大，所以识别结果误差更大一点。将托盘

的惯性参数减去，计算出托盘上质量块的惯性参数

识别结果中，质量和质心位置的识别误差在 4%以

内，转动惯量和惯性积中最大识别误差为 9.48%。

4 结 论

1）激励点和响应点坐标误差对系统的转动惯

量和惯性积的识别精度影响较大，而对质心位置以

及质量识别精度影响较小。激励角度误差对所有惯

图 7 B&K振动测试仪器

Fig.7 B&K vibration tester

图 8 实验装置

Fig.8 Experimental device

图 9 所有测点频率响应函数幅值

Fig.9 FRF for all measuring points

图 10 所有测点相干函数

Fig.10 Coherence of all measuring points

表 2 质量系统的惯性参数误差

Tab.2 Inertial parameters error of mass system

识别参数

质量/kg

质心/mm

转动惯量/（kg·m2）

惯性积/（kg·m2）

方向

xc
yc

zc
Jxx
Jyy
Jzz
Jxy
Jxz
Jyz

参考值

33.06
93.17
76.34
74.52
0.708
0.814
0.806
0.249
0.201
0.132

识别值

32.77
92.26
74.60
72.88
0.686
0.845
0.855
0.265
0.205
0.121

误差/%
0.88
0.98
2.28
2.20
3.11
3.81
6.08
6.43
1.99
8.33

表 3 质量块的惯性参数误差

Tab.3 Inertial parameters error of mass block

识别参数

质量/kg

质心/mm

转动惯量/（kg·m2）

惯性积/（kg·m2）

方向

xc
yc

zc
Jxx
Jyy
Jzz
Jxy
Jxz
Jyz

参考值

18.55
80
50
125
0.423
0.529
0.239
0.074
0.185
0.116

识别值

18.26
78.16
48.27
122.84
0.401
0.560
0.259
0.080
0.189
0.105

误差/%
1.56
2.30
3.46
1.72
5.20
5.86
8.37
8.11
2.16
9.48
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性参数识别影响较大，尤其是系统惯性积。直接参

数识别法对系统噪声的影响比较敏感，其中对质量

和质心位置的识别影响较大。

2）实验装置采用标准托盘将待测刚体托起形

成一个整体，将激励点和响应点都布置在托盘上，既

减小了激励点和响应点的坐标误差，又减小了力锤

敲击角度和传感器安装角度误差，提高了识别精度。

3）实验结果表明，笔者采用惯性参数识别方法

与实验装置识别刚体惯性参数，实验操作简单，识别

精度和效较率高。
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