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齿轮粗糙界面时变啮合刚度算法与特性分析
∗

吴嘉州， 肖会芳， 杨德斌
（北京科技大学机械工程学院 北京，100083）

摘要 基于粗糙界面的分形接触模型，引入曲面接触系数来表征齿轮在啮合过程中曲率和基体变形对啮合界面微

凸体分布函数的影响，提出了一种考虑齿轮啮合界面粗糙形貌的齿轮时变啮合刚度修正算法，获得了表面形貌参

数、材料特性参数和输入转矩对齿轮时变啮合刚度特性的影响规律。结果表明，齿轮时变啮合刚度随着表面粗糙度

的增大而减小，随着材料强度和输入转矩递增。
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引 言

传动齿轮是航空、航海和风力发电等不可缺少

的结构和功能部件。齿轮啮合界面是齿轮传动系统

的工作界面，其特征是相互啮合的轮齿具有粗糙形

貌，在接触区形成线接触。齿轮啮合界面的粗糙形

貌直接影响传动系统的时变啮合刚度，对系统的传

动精度、啮合平稳性和可靠性具有决定性影响。

近年来，齿轮时变啮合刚度的研究获得了广泛

关注，主要集中在不同故障类型、制造误差和运行工

况等因素下齿轮啮合刚度建模与计算［1⁃3］。Xie等［4］

改进了齿轮基体变形刚度算法，运用有限元验证了

算法的准确性。文献［5⁃7］提出了考虑齿轮齿廓修

形和基于齿根圆圆心所在位置的啮合刚度修正模

型，有效减小了啮合刚度的计算误差。文献［8⁃10］
研究了含点蚀、剥落及裂纹等不同齿轮故障的啮合

刚度模型及其对啮合刚度的影响规律。王旭等［11］建

立了含裂纹故障的齿轮啮合刚度与动力学模型，计

算 了 正 常 和 含 裂 纹 时 的 啮 合 刚 度 与 故 障 特 征 。

Tang等［12］提出了基于势能积分法的直齿轮与斜齿

轮啮合刚度算法。以上研究都将齿轮接触界面简化

为光滑曲面间的赫兹接触，未考虑粗糙形貌等小尺

度特征对接触刚度的影响。

同时，表面粗糙形貌对齿轮接触特性的影响也

引起了重视。Yang等［13］基于改进的分形接触模型，

建立了考虑摩擦的渐开线弧面圆柱齿轮接触刚度计

算模型。刘鹏等［14］建立了考虑摩擦因素的微线段齿

轮法向接触刚度模型，分析了摩擦因数及接触形式

对齿轮接触特性的影响。杨荣松等［15］提出了一种考

虑摩擦因数的摆线针轮接触刚度模型。文献［16］采

用有限元仿真分析与分形理论相结合的方法建立了

考虑齿面粗糙的时变刚度计算模型，其有限元模型

按光滑齿面处理，未考虑齿面形貌对载荷的影响。

以上研究多为齿轮接触区的接触刚度、接触载荷与

真实接触面积之间的关系分析，未考虑接触刚度的

变化及对齿轮时变啮合刚度的影响。

笔者基于粗糙表面分形接触模型，提出了一种

考虑齿轮啮合界面粗糙形貌的齿轮时变啮合刚度修

正算法，克服了目前基于光滑曲面赫兹接触模型计

算齿面接触刚度而无法表征齿面粗糙形貌引起的小

尺度扰动的缺点，获得了啮合界面粗糙形貌、材料特

性和输入转矩对齿轮时变啮合刚度特性的影响规

律，弥补了目前考虑粗糙形貌的齿轮接触模型未能

获得表面形貌对齿轮时变啮合刚度影响特性的不

足。该研究结果为齿轮系统啮合刚度和动力学响应

的精准预测提供基础。

1 齿轮粗糙啮合界面的啮合刚度

1.1 齿轮时变啮合刚度

考虑轮齿啮合界面的粗糙表面形貌，图 1为齿

轮啮合接触示意图。等效半径分别为 ρ1，ρ2的主/从
动轮在转矩 T的作用下相互啮合，产生垂直于接触

表面的法向载荷 F，其方向与N1N2方向一致。
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在法向载荷 F的作用下，啮合轮齿发生弯曲、剪

切和轴向压缩变形而分别产生弯曲刚度 kb、剪切刚

度 ks和轴向压缩刚度 kc。同时，齿轮基体部分也发

生弹性形变，产生齿轮基体变形刚度 kf。此外，轮齿

啮合界面的粗糙微凸体相互作用，引起粗糙微凸体

产生变形，且变形量随着啮合过程变化，形成时变的

啮合界面粗糙表面接触刚度 kh。轮齿的总啮合刚

度［5］表示为

k12 = 1/
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其中：kb1和 kb2分别为主、从动轮弯曲刚度；ks1和 ks2分别

为主、从动轮剪切刚度；kc1和 kc2分别为主、从动轮轴向

压缩刚度；kf1和 kf2分别为主、从动轮基体变形刚度。

kb，ks 和 kc 采用变截面悬臂梁模型计算，表达

式［11］分别为
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其中：ei为微元截面宽度；h为载荷作用点半齿厚；di
为载荷作用点到微元的距离；α为载荷与齿厚方向

夹角；Ee和 Ge分别为等效弹性模量与剪切模量；Ī i和
Ā i分别为等效截面模量与等效截面面积［11］。

齿轮基体变形刚度 kf的表达式［3］为
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目前，轮齿啮合界面的接触刚度 kh通常采用理

想光滑圆柱体间的赫兹接触模型进行计算［7］，即

kh=
F 0.1Ee

0.8W 0.9

1.275 （6）

式（6）显示，轮齿啮合界面的接触刚度仅与齿宽

和轮齿材料参数有关。然而，实际的轮齿啮合界面

在微观尺度上具有不同的表面形貌，啮合界面为粗

糙表面间的相互接触而非理想光滑接触。传统的接

触刚度计算方法忽略了表面粗糙形貌对啮合刚度的

影响，导致其计算模型无法准确表征不同粗糙表面

的啮合特性。

为了精确表征粗糙表面形貌对轮齿啮合刚度的

影响，基于粗糙界面的分形模型，引入考虑啮合界面

曲率和基体变形影响的曲面接触系数 λc，推导获得

考虑粗糙表面形貌的轮齿啮合界面接触刚度。

1.2 粗糙表面形貌的齿轮啮合界面接触刚度

图 2为粗糙表面接触模型。曲率半径分别为 R1

和 R2的两曲面接触可采用曲面与粗糙平面接触模

型进行等效。轮齿啮合过程中，具有一定分布特征

的表面微凸体接触产生变形。

粗糙分形表面可以采用修正的M⁃B函数描述，

其表达式［17］为

Z ( x )= G ( D- 1)∑
n= n1

∞ cos ( 2πγn x )
γ( 2- D ) n

( 1< D< 2 )（7）

其中：D为分形维数；G为分形粗糙度幅值；γ为缩放

参数，一般取 γ=1.5。
表面分形维数 D的物理意义是粗糙表面所占

据的空间程度大小，D值越大，对应越密集的表面形

态，表面形貌越光滑。表面分形粗糙度幅值 G是与

频率无关的高度尺度参数，G值越大，对应越粗糙的

表面形貌。表面粗糙度 Ra与分形维数 D和粗糙度

幅值G之间的关系［17］为

D= 1.528
Ra

0.042 （8）

G= 10
- 5.26
Ra

0.042

（9）

图 1 齿轮啮合接触示意图

Fig.1 Schematic of gear meshing

图 2 粗糙表面接触模型

Fig. 2 Rough surface contact model
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图 3 为不同分形维数下的表面轮廓。图 3显
示，对于相同的表面分形粗糙度幅值G，增大分形维

数D，产生更光滑的表面形貌。

1.2.1 单个微凸体接触刚度

图 4为单个微凸体与刚性平面的接触示意图。

假设粗糙体的形状为球体且各粗糙体的曲率半径均

为 β，接触面积为 a。根据赫兹弹性接触理论，其法

向接触刚度和载荷可分别表示为

kn= 2 π Ea1/2 （10）

Pe( a ) = 4 π EGD- 1a( 3- D ) /2 3 （11）
其中：a为单个微凸体接触面积；E为等效弹性模量，

1/E=（1-v2）/E1+（1-v2）/E2；E1/E2为两齿轮弹性

模量。

式（10）显示，弹性变形阶段，单个微凸体的接触

刚度与接触面积呈非线性变化关系。

微凸体从塑性变形过渡到弹性变形的临界接触

面积［17］为

ac=
G 2

( kμϕ/2 )2/( D- 1)
（12）

其中：kμ为齿轮硬度 H与屈服强度 σy的比值，kμ=
H/σy；ϕ为材料特性参数，ϕ=σy/E。

当微凸体的接触面积小于临界接触面积时

（al<ac），齿轮接触面处于塑性变形状态，单个微凸

体的塑性接触载荷可以表示为

Pp ( a )= kμϕa （13）
1.2.2 齿轮曲面接触界面粗糙微凸体分布函数

根据M⁃B接触模型，平面接触的表面微凸体分

布函数［13］为

n ( a )= D
2 al

D/2a-( D+ 2 )/2 （14）

其中：al为微凸体的最大接触面积。

对于齿轮曲面接触，啮合过程中啮合点等效曲

率半径变化、曲面基体变形与微凸体接触相互影响，

导致轮齿啮合曲面界面的粗糙微凸体分布函数发生

改变。

为了表征啮合过程曲率和基体变形对轮齿啮合

曲面界面微凸体分布函数的影响，引入曲面接触系

数 λc，其表达式为

λc=
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（15）

其中：P为单位线长度载荷；R1，R2为齿轮啮合点等

效曲率半径。

式（15）显示，曲面接触系数 λc与接触点曲率半

径、接触宽度、接触载荷及齿面材料相关。

考虑轮齿啮合界面啮合点曲率变化的齿轮接触

曲面微凸体面积分布函数为

n' ( a )= D
2 λc ψ

( 2- D ) /2al D/2a-( D+ 2 )/2 （16）

其中：ψ为域扩展因子。

ψ与D存在以下关系［17］

ψ ( 2- D ) /2 -(1+ ψ-D/2 )-( 2- D ) /D

( 2- D ) /D
= 1 （17）

1.2.3 齿轮啮合界面接触刚度

齿轮跑合实验结果显示：在跑合初期粗糙表面

微凸体发生塑性变形，导致表面粗糙度和形貌发生

改变；随着跑合时间增加，表面粗糙度和形貌特征逐

渐趋于稳定［18］。因此，实际工作过程中经过跑合后，

轮齿粗糙啮合界面微凸体塑性变形被消除，齿轮表

面形貌趋于稳定，可以仅考虑界面的弹性接触。

轮齿啮合界面的弹性接触总刚度为

Kn=∫
ac

al

kn n' ( a ) da （18）

将式（10），（16）代入式（18），引入无量纲参数

Kn
* = Kn

E Aa

，A r
* = Ar

Aa
， a*μc=

ac
Aa

，则啮合界面无

量纲法向刚度为

Kn
* = λc

2
π
D
2- D
2 ( 2- D )

D
2

1 - D
ψ
( D- 2 )2

4 Ar
*
D
2 ×

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú( 2- D

D
)
1- D
2 ψ

-D2 + 3D- 2
4 Ar

*
1- D
2 - a *

μc

1- D
2 （19）

其中：Ar
*为无量纲真实接触面积；Aa为名义接触面

图 3 不同分形维数下的表面轮廓

Fig.3 Surface profile with different fractal dimensions

图 4 单个微凸体与刚性平面接触

Fig.4 Geometry of single asperity contact
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积；Ar为真实接触面积；aμc*为无量纲临界接触面积。

式（19）表明，轮齿啮合粗糙界面接触刚度与齿

轮曲率半径、表面形貌和接触区材料等因素有关。

联立式（10）和式（15），对微凸体面积分布函数

积分，得到啮合界面的无量纲法向载荷为

Pe
* = ( Pn ' ( A r

* )AaE/λc )

1

1+ 1
2
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è

çççç
ö

ø

÷÷÷÷
1
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± 1
R2

AaE
（20）

其中：Pn ' ( A r
* )为粗糙平面无量纲法向接触载荷。

分以下 2种情况：

1）当D=1.5时
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* )= π G * 12 ψ
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2）当D≠1.5时
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g2 ( D )=
D

3- 2D ( )2- D
D

D
2

（23）

g3 ( D )= ( D
2- D ) 1-

D
2

（24）

其 中 ：Pe
* 为 啮 合 轮 齿 无 量 纲 法 向 载 荷 Pe

* =P/
（AaE）；G*为无量纲分形粗糙度幅值，G * = G/ Aa。

当 al<ac时，接触区仅发生塑性变形，即

Pp
* = kμϕAr

* （25）
式（19），（21）与式（22）表明，Kn

*与 Pe
*均为Ar

*的

函数。通过求解法获得啮合点真实接触面积，即可

获得啮合点接触刚度。

2 粗糙啮合界面的刚度变化特性

采用建立的考虑齿面粗糙形貌的轮齿啮合接触

刚度算法，分析不同表面粗糙形貌的啮合刚度变化特

性。计算采用的齿轮粗糙度与对应分形参数如表 1所
示。计算采用的标准渐开线直齿轮参数如表 2所示。

材料屈服强度 σy=355 MPa，材料特性参数 ϕ=σy/E=
0.003，扭矩T=30 N·m，转速 n=600 r/min。

2.1 曲面接触系数

图 5为等效曲率半径随啮合角变化曲线。图

6为曲面接触系数随啮合角变化曲线。可以看出：

主动轮等效曲率半径随着啮合角的增大而逐渐增

大，从动轮等效曲率半径随啮合角增大而逐渐减

小；曲面接触系数 λc随主、从动轮等效曲率半径差

值减小而增大，最大值在主从动轮曲率半径差值

最小处。

表 1 齿轮粗糙度与对应分形参数

Tab.1 Roughness and fractal parameters for gear

Ra/μm
0.4
0.8
1.6
3.2
6.0

D

1.588
1.542
1.498
1.455
1.417

G/10-11m
0.342
0.490
0.696
0.997
1.322

表 2 标准渐开线直齿轮参数 [11]

Tab. 2 Parameters of the involute spur gear

参数

主齿轮齿数

从齿轮齿数

模数/mm
压力角/(°)

数值

55
75
2
20

参数

弹性模量/GPa
齿宽/mm
压力角 α/(°)
密度/(kg·m-3)

数值

206
20
20
7 800

图 5 等效曲率半径随啮合角变化曲线

Fig.5 Variation of equivalent radius with meshing angel

图 6 曲面接触系数随啮合角变化曲线

Fig.6 Curved surface contact coefficient with meshing angel
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采用笔者建立的刚度模型，考虑粗糙形貌的齿

面接触刚度与赫兹接触刚度对比如图 7所示。齿轮

的表面粗糙度为 Ra=0.8 μm。赫兹接触模型计算获

得的接触刚度为常值，不随啮合角的变化而变化。

考虑粗糙表面形貌的啮合界面接触刚度随啮合角先

增大后减小，且接触刚度小于赫兹接触模型的刚度

计算结果。与图 6对比可以看出，接触刚度曲线与

曲面接触系数 λc的变化规律一致，表明曲面接触系

数影响接触刚度的变化趋势。

2.2 不同粗糙形貌参数

图 8为不同表面粗糙度时啮合刚度曲线。可见，

随着表面粗糙度 Ra增大，齿轮啮合刚度逐渐减小。

与光滑表面计算结果相比，当表面粗糙度较小时

（Ra=0.4 μm），单齿啮合区和双齿区的啮合刚度相对

偏差分别为 0.13×108 N/m和 0.22×108 N/m。当粗

糙度较大时（Ra=3.2 μm），单齿区和双齿区的啮合刚

度相对偏差分别为 0.99×108 N/m和 1.62×108 N/
m。随着表面粗糙度增大，接触区粗糙形貌对啮合刚

度的影响已不能忽略。笔者建立的粗糙齿面刚度模

型计算结果小于光滑赫兹接触模型计算结果，随着

粗糙度减小，逐渐接近光滑接触结果。同时，啮合刚

度随粗糙度增大而减小的规律与文献［16］的计算结

果一致，验证了笔者所建立模型的准确性。

2.3 不同材料特性参数

图 9为不同材料特性参数时啮合刚度曲线。参数

为 Ra=0.8 μm，T=30 N·m。随着材料特性参数 ϕ增

大，齿轮啮合刚度增大。当材料特性参数ϕ从 0.001增
加到 0.009时，单、双齿区的啮合刚度分别增加 7.2×
107 N/m和 4.4×107 N/m。通过提高材料的屈服强度

σy，可提高齿轮的啮合刚度，与齿轮的表面强化措施一

致。随着ϕ的增大，啮合刚度的增大幅度减小。

2.4 不同输入转矩

图 10为不同输入转矩时啮合刚度曲线。参数

为 Ra=0.8 μm，ϕ =0.003。随着输入转矩增大，齿

轮啮合刚度增大。当转矩从 T=30 N·m增大到 T=
130 N·m时，单、双齿区的啮合刚度分别增加 3.3×
107 N/m和 2.2×107 N/m。随着输入转矩的增大，

啮合刚度增幅也逐渐减小。

3 结 论

1）笔者基于粗糙表面的分形接触模型，引入曲

面接触系数表征啮合曲面界面微凸体分布函数，提

出了一种考虑啮合界面粗糙形貌的齿轮时变啮合刚

度修正算法，获得了轮齿啮合表面粗糙形貌对齿轮

啮合刚度的影响特性。

图 7 考虑粗糙形貌的齿面接触刚度与赫兹接触刚度对比

Fig.7 Comparison of gear rough surface contact stiffness
with Hertzian contact stiffness

图 9 不同材料特性参数时啮合刚度曲线

Fig.9 Meshing stiffness with different material parameters

图 8 不同表面粗糙度时啮合刚度曲线

Fig.8 Meshing stiffness with different surface roughness

图 10 不同输入转矩时啮合刚度曲线

Fig.10 Meshing stiffness with different input torque
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2）曲面接触系数随啮合角先增大后减小，最大

值在主从动轮曲率半径差值最小处。

3）轮齿啮合刚度随着表面粗糙度的增大而减

小；随着材料特性参数和输入转矩的增大而递增，但

增大幅度逐渐减小。
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