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结合准静态挠度区间包络面的区间可靠度评估
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摘要 由于在实际工程中难以获取结构随机参数充分的概率信息，动态荷载也增加了概率可靠度评估的难度，因此

将移动荷载简化为准静态荷载，结合挠度曲线和位移影响线提出了准静态挠度曲面的概念，通过虚功原理推导挠度

曲面的力学表达式。采用区间变量体现结构几何尺寸、材料特性与外荷载的不确定性，将挠度曲面拓展为准静态挠

度区间包络面。以简支钢箱梁为例，根据梁的实测准静态挠度曲面与区间包络面之间的关系，提出了一种准静态区

间可靠度指标，以评估梁损伤前后的可靠度。分析结果表明，准静态挠度区间包络面可以有效考虑结构参数与荷载

的不确定性，同时区间可靠度指标值随着箱梁损伤程度的增加而降低。
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引 言

土木结构长期运营后不可避免地存在性能退化

等问题，根据现场测试数据并结合可靠度分析评价

结构的当前状态，以可靠度指标来体现安全性，是较

为切实可行的途径［1‑2］。传统的可靠度分析过程一

般基于概率统计理论进行结构或构件的极限状态设

计［3］，其间假设结构随机参数服从一定概率分布，以

考虑不确定性因素［4‑5］。由于土木工程实践中往往

难以获取足够的参数概率统计信息，经常只能假设

参数的概率分布，这种主观假设偏差对可靠度指标

的计算有着不利影响，因此考虑采用非概率理论计

算结构可靠度，作为有益补充［6］。此外，实践中更关

心结构参数、响应和外荷载的极值，即变化区间范围

比区间内的分布形式更为重要。由于极值信息相对

容易获取和测量，采用区间变量替代概率变量更具

实用性，因此近年来基于区间算法的非概率可靠度

分析逐渐受到重视［7‑12］。具体应用上，可采用凸集模

型描述结构的不确定性，通过区间变量表示不确定

参数［7］并提出非概率可靠性指标，根据功能函数的

复杂性，将其转换为一元方程或有等式约束的优化

问题进行求解［8］。基于水平削减策略和体积比理论

建立可靠度评估模型［9］，通过序列单循环优化算法

提高求解效率［10］。对于线性离散化的结构系统，可

建立区间可靠度函数进行评估［11］。此外，还可以基

于区间有限元理论，采用区间蒙特卡罗模拟和区间

一次可靠度方法计算结构的广义可靠度［12］。目前，

土木领域的区间可靠度研究还比较缺乏，同时实际

结构承受的是动态荷载，分析难度和计算量大。此

外，经典区间计算存在区间扩张的固有缺陷［13］，计算

得到的区间往往大于真实区间。

笔者将移动荷载简化为准静态集中荷载，结合

土木领域常用的挠度曲线和位移影响线，提出了一

种准静态挠度曲面的概念［14］，并引入区间变量，将挠

度曲面拓展为准静态挠度区间包络面，以此建立结

构的准静态区间功能函数，并提出相应的准静态区

间可靠度指标。最后，通过试验验证了该方法的可

行性。

1 准静态挠度曲面和挠度区间包络面

1.1 准静态挠度曲面

位移影响线和挠度曲线是土木工程实践中常用

的曲线，用于表征结构在荷载作用下的变形特性，二

者的力学意义有所差异，但有着相似的几何形状。

以梁式结构为例，影响线是单位荷载沿梁纵向移动

时截面内力、挠度和支座反力等响应随着荷载位置

的改变而发生变化的曲线，而挠度曲线是某固定荷
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载作用下梁发生平面内弯曲变形时的轮廓。笔者针

对移动荷载情况，提出了准静态挠度曲面的概念（简

称为挠度曲面）［14］，可看作是经典挠度曲线和位移影

响线的集合，其本质是移动荷载作用下挠度曲线按

照荷载位置排列而成的曲面，或是所有截面的广义

挠度影响线按照截面的位置顺序连成的曲面，后者

是挠度影响线乘以实际荷载的幅值，即一个挠度曲

面包含了所有可能的挠度曲线和广义挠度影响线。

挠度曲面函数为 Δ ( x，y )，其中：x为荷载位置；y

为响应位置。该函数包含了任意荷载作用下所有可

能的挠度曲线和挠度影响线。图 1为单个集中荷载

作用下的单跨简支梁计算简图。其中：y为某个梁

截面到左支座中心的距离；x为集中荷载 P到左支

座中心的距离；L为简支梁的计算长度。任意荷载

均可表示为不同集中荷载的组合，因此采用集中荷

载进行示例，不失普遍性。

对欧拉‑伯努利梁而言，弯矩对挠度起主导作

用，剪力和轴力对挠度的影响可以忽略。因此，应用

虚功原理计算梁挠度时只须考虑弯矩引起的挠度

ΔP ( x，y )=∑∫MP M̄
EI

ds （1）

其中：MP 和 M̄ 分别为实际荷载 P 与虚拟单位力

（P= 1）作用下的弯矩函数；E为弹性模量；I为截面

惯性矩。

根据图 1绘制MP和 M̄的弯矩图，得到二者的分

段函数表达式为
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M̄ 2 =
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( y≤ s≤ L )

（3）

其中：s为梁上任意截面到左支座的距离。

简支梁的几何参数、材料特性和外荷载已知时，

ΔP ( x，y )是一个以 x，y为自变量的二元函数，式（1）
变为

ΔP ( x，y )=
1
EI ∫MP ( x ) M̄ ( y ) ds （4）

根据实际荷载 P与虚拟单位力的位置关系，将

曲面函数展开为 2部分。将式（2），（3）代入式（4），

结合图乘法推导得到 ΔP ( x，y )的表达式为

ΔP ( x，y )=
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yP ( )x- L ( )y 2 + x2 - 2Lx
6EIL ( 0≤ y≤ x≤ L )

xP ( )y- L ( )x2 + y 2 - 2Ly
6EIL ( 0≤ x≤ y≤ L )

（5）
式（5）为连续函数，而实际工程中的测点数目有

限，因此采用挠度矩阵的形式。该矩阵可视为挠度

曲面上取点得到，即根据测点位置或结构网格，将曲

面沿 x，y坐标轴划分成 n份（不要求必须等间距），

则 ΔP ( x，y )在 x‑y平面上的投影被分割成 n× n个

网格，包含 ( n+ 1) 2个点。再将这些点的函数值按

坐 标 顺 序 排 列 ，形 成 ( n+ 1) 阶 的 挠 度 矩 阵 Δ ij。

ΔP ( x，y )上点的函数值与 Δ ij矩阵中元素的关系为

Δ ij= ΔP ( i- 1n L，
j- 1
n

L) （6）

反 之 ，通 过 拟 合 实 测 得 到 挠 度 矩 阵 来 获 取

ΔP ( x，y )，这 里 限 于 篇 幅 不 再 详 述 ，具 体 见 文 献

［14］。需要说明的是，因为支座处无竖向挠度变形，

其在 Δ ij中对应的元素为 0。

1.2 挠度区间包络面

采用区间变量表示结构参数和外荷载的不确定

性时，ΔP ( x，y )就由确定性曲面拓展为包络面形式。

假设图 1中简支梁的计算跨径 L=2 m，集中荷载

P=［192，212］N，截 面 惯 性 矩 I=［1.5，1.82］×
10-8 m4，弹性模量 E=［190，210］GPa。P，I和 E所

对 应 的 区 间 中 值 分 别 为 202 N，1.66×10-8 m4 和

200 GPa。将 3个区间变量代入式（5），为避免区间

扩张，结合模态区间分析［15］得到挠度区间包络面

Δ̂P ( x，y )的函数表达式为

Δ̂P ( x，y )=
ì

í

î
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ï
ï
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[ ]4.19，6.19 × 10-3 y ( )x- 2 ( )y 2 + x2 - 4x
( 0≤ y≤ x≤ 2 )

[ ]4.19，6.19 × 10-3 x ( )y- 2 ( )y 2 + x2 - 4y
( 0≤ x≤ y≤ 2 )

（7）

其中：Δ̂P表示挠度区间变量；x，y分别为 P和某截面

到左支座中心的距离，为确定值。

图 1 单跨简支梁计算简图

Fig.1 Schematic diagram of a simply-supported beam
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简支梁准静态挠度区间包络面如图 2所示，由

上下限曲面包络而成，二者在 x‑y平面内相交重合。

上限曲面给出不确定性影响下梁挠度的最大值，下

限曲面为最小值。上下限曲面间形成了包络空间，

结构实测挠度曲面在此空间内安全性有一定保障。

由于存在不确定性因素的影响，若超过包络空间，则

安全性很可能存在问题。

2 区间可靠度评估

2.1 区间可靠度

我国规范将影响结构承载能力的参数和荷载效

应视为服从一定概率分布的随机变量［3］，结合分项

系数来计算抗力 R和荷载效应 S，得到结构的功能

函数的一般表达式 Z= R- S，Z<0时结构失效。

若采用区间变量来考虑 R和 S，则 Z变为区间功能

函数。

对一个区间数 x̂=[-x，x̄ ]（-x和 x̄表示上下界），

其区间中值 x c 和半径 x r 分别为 x c = -x+ x̄
2 ，x r =

|| x̄- -x
2 。其中：上标符号 c和 r分别为区间中值和

半径。

引入标准化区间变量 δ∈[ - 1，1]，将 R和 S用

区间变量 R̂和 Ŝ表示，相应的 Z表达式变为

Ẑ= R̂- Ŝ=( R c - Sc ) + R rδR- S rδS （8）

其中：R̂= R c + R rδR；S= Sc + S rδS。

区 间 功 能 函 数 中 值 Z c = R c - Sc；半 径 Z r =
R r + S r。

定义区间可靠度指标 β̂为

β̂= Z c

Z r =
R c - Sc

R r + S r
（9）

其中：β̂为 Ẑ中值和半径的比值，其表达式相似于传

统概率可靠度指标 β=( μR- μS ) / σR 2 + σS 2。

在概率可靠度指标中，均值 μ不变时，标准差 σ

越小，说明参数变化的范围（随机性）越小，可靠度值

就越大。方差 σ 2不变时，μR- μS 越大，即抗力均值

超过荷载效应均值越多，结构可靠度就越高。类似

的，在 Z c不变的情况下，R r或 S r越小，则 β̂越高；在

Z r不变的情况下，R c - Sc越大，则结构区间可靠度

越高。

2.2 准静态区间可靠度指标

借鉴式（9），笔者定义区间功能函数中值 Z c为

Δ̂P ( x，y )中最不利曲面（上限曲面）与最保守曲面

（下限曲面）间所有点的距离和，区间功能函数半径

Z r为每个实测挠度曲面与最不利曲面间所有点的

距离和。结构每次加载均可获得一个实测挠度曲

面，因此可以计算一次 β̂，为无量纲的确定值。

由于实际加载时测点数目有限，得到的是挠度

的数据点阵，因此可在 Δ̂P ( x，y )上对应坐标处取点，

得到与实测矩阵阶数一致的矩阵，其中每个元素坐

标对应实际加载的荷载位置和响应位置。基于 2个
矩阵的对比，提出了一种准静态区间可靠度指标

β̂= Z c

Z r = ∑
i= 1，j= 1

n h*i，j- hki，j
Δhi，j

（10）

其中：hi，j为矩阵中的元素；i，j为对应的加载点和测

点位置编号；上标*和 k分别为 Δ̂P ( x，y )的上限曲面

和损伤工况，k=0表示无损伤工况；Δhi，j为 Δ̂P ( x，y )
上下限曲面间对应点的垂直距离。

为便于实际应用，对式（10）进一步正则化

β̂=
∑

i= 1，j= 1

n h*i，j- hki，j
Δhi，j

( )n- m
2 （11）

其中：n为矩阵维度；m为与挠度同方向的结构约束

数目；n-m为挠度测点数目。

由式（10）和（11）可知，β̂的值不再是区间，而是

一个实数，以便和传统可靠度指标相对应，便于工程

应用。当实测挠度曲面在 Δ̂P ( x，y )内时，β̂的值处

于 [ 0，1]。 β̂趋近于 1，表明实测挠度曲面越接近

Δ̂P ( x，y )的下限曲面，结构越安全；β̂趋近于 0，则实

图 2 简支梁准静态挠度区间包络面

Fig.2 Quasi-static deflection interval enveloping surface of
the simply-supported beam
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测挠度曲面越接近 Δ̂P ( x，y )的上限曲面，结构的安

全性越低。当实测挠度曲面在 Δ̂P ( x，y )之外时，β̂

为负值，结构处于不安全状态。需要说明的是，完好

结构的 β̂也可能不等于 1，而是相对于损伤结构来说

更接近 1。理论上仅当完好结构的实测曲面与下限

曲面重合时，β̂= 1。

3 试验验证

图 3为试验简支钢箱梁示意图。截面惯性矩为

I=1.66×10-8 m4，钢材弹性模量 E=200 GPa，密度

为 8 059 kg/m3。沿梁长均匀布设 9个测点，测点下

方安装有位移计。采用重物挂载模拟移动集中荷

载，重物由钢管和 2个砝码组成，总质量为 20.63 kg，
试验中沿测点顺序移动，每个荷载步都记录所有测

点的竖向挠度。试验通过切割梁截面的方式来模拟

损伤，图 4为简支钢箱梁静力加载方式和损伤模拟。

切口长度为 2 cm，高度和宽度为 1 cm。共设置 2个
损伤工况：单损伤切口距离左支座 1.05 m，双损伤工

况新增距左支座 0.6 m处的切口。

假设不确定性存在于外荷载 P、截面惯性矩和

弹 性 模 量 中 。 为 了 更 好 地 演 示 ，假 设 P=［192，

212］N，I=［1.5，1.82］×10-8 m4，E=［190，210］GPa，
得到式（7）所示准静态挠度区间包络面 Δ̂P ( x，y )的
函数表达式。图 5为简支钢箱梁准静态挠度区间包

络面与实测挠度曲面。可见，无损梁、损伤梁的实测

挠度曲面均处于区间包络面内。需要说明的是，随

着 P，I，E的区间假设变化，损伤梁的实测挠度曲面

有可能突破 Δ̂P ( x，y )。单损伤、双损伤梁的实测挠

度曲面逐渐接近 Δ̂P ( x，y )的上限曲面，说明梁的安

全性在不断降低。

支座竖向约束 m=2，测点数目为 9，实测挠度

矩阵维数 n=m+9=11。连同实测挠度曲面数据一

起代入式（11），计算得到简支钢箱梁准静态区间可

靠度指标 β̂如图 6所示。可见，梁在损伤后可靠度

不断下降。单损伤和双损伤分别使 β̂下降了 7.3%
和 15%，说明本研究方法能有效描述结构损伤前后

发生的可靠度变化。

图 3 试验简支钢箱梁示意图（单位：mm）
Fig.3 Schematic diagram of the experimental simply-support‑

ed steel box beam (unit: mm)

图 4 简支钢箱梁静力加载方式和损伤模拟

Fig.4 Static loading and damage simulation of the simply-

supported steel box beam

图 5 简支钢箱梁准静态挠度区间包络面与实测挠度曲面

Fig.5 Quasi-static deflection interval enveloping surface and
measured deflection surface of the simply-supported
steel box beam

图 6 简支钢箱梁准静态区间可靠度指标

Fig.6 Quasi-static interval reliability index of the simply-sup‑
ported steel box beam
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4 结束语

基于笔者提出的准静态挠度曲面，进一步考虑

结构几何尺寸、材料特性与外荷载的不确定性，通过

区间变量将挠度曲面拓展为准静态挠度区间包络

面。根据实测挠度曲面与区间包络面的关系，建立

准静态区间功能函数，提出了一种准静态区间可靠

度指标，用于评估损伤前后结构的可靠度。研究结

果发现，挠度区间包络面可以有效含括梁结构的不

确定性，随着梁损伤程度的加剧，实测挠度曲面逐步

靠近甚至超过准静态区间包络面的上限曲面，同时

准静态区间可靠度指标值不断减小，说明该指标能

有效体现梁在不确定性影响下损伤前后的可靠度

变化。
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