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直齿轮副齿面接触安全条件及安全盆
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摘要 为研究齿面接触疲劳对齿轮副安全特性的影响，考虑直齿轮副含单/双齿啮合、脱啮和齿背接触等啮合状态，

根据Hertz接触理论建立其齿面接触强度的安全条件。基于胞映射理论，计算考察域内吸引域随参数变化的演变过

程。判断共存吸引子在所建安全条件下的安全特性，分析系统安全盆的演变规律，研究安全盆的侵蚀与分岔机理。

结果表明：考察域内的共存吸引子在齿面接触安全条件下的安全特性不同；吸引子的出现或消失是安全盆分岔的主

要原因；多初值分岔图中的跳跃和分岔导致安全盆分岔。该结果可为齿轮系统的参数选择和故障预测提供参考。
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引 言

齿侧间隙、阻尼和时变啮合刚度等使齿轮传动

系统表现出典型的非线性特性，齿面摩擦和重合度

使其动态响应更加复杂。郜浩冬等［1］研究了摩擦因

数对齿轮系统动力学的影响。Shi等［2］研究了含时

变摩擦因数和重合度齿轮系统中单双齿交替及啮合

力突变。尹桩等［3］发现啮合力的周期或混沌突变改

变齿轮系统的运动状态。文献［4⁃5］发现，啮合力和

运动状态的改变会破坏齿轮传动系统的安全运行。

安全盆理论被应用于非线性系统安全特性的研

究。Erdem等［6］运用安全盆理论计算出了拖网渔船

安全工作的浪高和风速。Wei等［7］研究了白噪声对

电力系统安全盆侵蚀的影响。尚慧琳等［8］利用时滞

位置反馈控制转子系统的混沌运动和安全盆侵蚀。

龚璞林等［9］获得了安全盆中的安全点和逃逸点，研

究了弱参数扰动对非线性振荡器安全盆的影响。刘

志亮等［10］提出了确定安全域边界的惩罚参数选择算

法，对滚动轴承的安全盆进行了研究。

系统安全条件的建立是采用安全盆理论研究系

统安全特性的基础。齿轮传动通过齿面摩擦传递扭

矩和运动，齿面接触疲劳破坏系统的安全运行。根

据齿面接触强度建立安全条件，研究齿轮传动系统

中共存吸引子和周期解的安全特性，可预测齿轮系

统的故障。唐进元等［11］根据 Hertz接触应力解析式

和有限元方法，研究了面齿轮接触应力的变化规律。

张广玉等［12］通过 Hertz接触理论建立了小模数齿轮

齿面接触应力的数学模型，得到其应力分布规律。

现有研究主要采用 Hertz接触理论考察齿面接触

强度［13］。

笔者根据齿面接触强度建立判断齿轮副接触安

全性的安全条件，研究随系统参数变化时考察域内

的吸引子及其演变过程。通过吸引子及建立的安全

条件，判断共存吸引域的安全特性，得到考察域内的

安全盆，分析安全盆的侵蚀与分岔。

1 单自由度齿轮传动系统动力学模型

直齿轮副的物理简化模型如图 1所示。其中：

R bj，θ j，T j和 I j（j=m，n）分别为齿轮 j的基圆半径、扭

转角位移、转矩和转动惯量；k ( t )和 cg分别为啮合刚

度和啮合阻尼；e ( t )为综合传递误差；2D̄为齿侧间

隙。齿轮副的系统参数见文献［2］。

图 2为齿轮副齿面啮合与齿背接触的示意图。

齿面啮合时，齿轮 m为主动轮 p，齿轮 n为从动轮 g；
齿背接触时则相反。N 1N 2为齿面啮合线，M 1M 2为

齿背接触线。Rpi和 Rgi（i=1，2）分别为主动轮 p和从

动轮 g中第 i对轮齿上啮合点到齿轮中心的距离。

含单/双齿啮合、脱啮和齿背接触的齿轮副无量

纲动力学模型［2⁃3］为

ẍ+ 2ξsign ( x ) ẋ+ k̄ ( t )M ( t ) f ( x )= Fm + F h ( t )
（1）
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其中：x为轮齿的相对位移；“⋅”表示对时间求导；t为

无 量 纲 时 间 ；ξ= cg/ (m eω e )为 无 量 纲 阻 尼 ；m e=

Im In ( R 2
bm In + R 2

bn Im )，为等效质量；ω e = k0/m e，为

系统的固有频率；ω= ω h/ω e，为无量纲啮合频率；ω h
为啮合频率；k̄ ( t )=[1+ k cos (ω t )]，为无量纲啮合

刚度；k为无量纲刚度波动幅值；Fm =( R bm InTm+
R bn ImT n ) / [ ( R 2

bm In + R 2
bn Im )m eb cω 2e ]，为 无 量 纲 外

载 荷 力 ； 特 征 尺 寸 b c =0.1 mm；

F h ( t )=-m e ë ( t ) b c= εω2 cos (ωt )；ε为无量纲综合

传递误差幅值；sign ( x )为阻尼力的方向函数；f ( x )
为齿侧间隙函数；M ( t )为啮合状态函数，可根据文

献［2⁃3］计算得到。

2 齿面接触安全条件的建立

齿面接触应力超过齿面许用接触应力，造成齿

面接触疲劳。以齿面接触应力小于齿面许用接触

应力为依据，建立其安全条件。齿面许用接触应

力为

σHP =
σHlimZNTZLZVZRZWZX

SHmin
（2）

齿轮取渗氮处理调质钢，其参数［13］为 σHlim =
1 500 MPa；ZNT = 1.6；ZLZVZR = 1；ZW = ZX = 1；
SHlim = 1.1，则 σHP = 2 200 MPa。

由式（1）得到无量纲、有量纲动态啮合力分别为
-
F n = 2ξsign ( x ) ẋ+(1+ k cos (ωt )) f ( x ) （3）
F n =

-
F n m eω 2eb c （4）

各齿沿啮合线方向的啮合力 F n1和 F n2为

F ni= F nYi ( t ) （i=1，2） （5）
系统初值取 ( x，ẋ )=( 0.841 104，0.896 444 )，得

到系统相图及啮合力如图 3所示。图 3（a）中，虚线

为 x=±D。相轨迹位于 x= D右侧时，系统为齿

面啮合状态，齿轮m受N2N1方向的啮合力。相轨迹

位于 2条虚线之间时，系统为脱啮。相轨迹位于

x=-D左侧时，系统为齿背接触，齿轮m受M1M2方

向的啮合力。

图 3（b）中，F n的变化过程为：当 F n > 0时，齿面

啮合；F n逐渐减小到 0并沿负方向增加，最后突变为

0，如图 3（b）中的 A区域所示，此时系统由齿面啮合

变为脱啮；当 F n = 0时，系统脱啮。之后红线由

Fn=0经过 Fn>0变为 Fn=0，最后 Fn<0，如图 3（b）
中的 B 区域。系统由脱啮变为齿背接触。由于

F n1 ≠ F n2，应分别计算啮合轮齿 1和 2上的最大齿面

接触应力。

图 3（c）为图 3（b）在 C方向的放大图。齿面啮

合时，F n> 0；轮齿脱啮时，F n = 0；齿背接触时，F n <
0。 当 F n =F n1 ∪F n2 = 0 时 ，为 单 齿 啮 合 ；当 F n =
F n1 + F n2 时，为双齿啮合。图 3中，啮合周期 T=
2π ωm；一 次 单 、双 齿 交 替 啮 合 的 时 间 T 0 =

2π ( Zmωm )。

图 4为轮齿接触带半宽的计算示意图。将啮

图 3 系统相图及啮合力随无量纲时间 t变化历程

Fig.3 Phase diagram and curves of meshing force via dimen⁃
sionless time

图 1 直齿轮副物理简化模型

Fig.1 Simplified physical model of the spur gear pair

图 2 直齿轮副齿面啮合与齿背接触示意图

Fig.2 Schematic diagram of system engagement states
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合点 2接触的轮齿分别视为半径为 R21和 R22的圆

柱体。主动轮齿受 N2N1方向的啮合力-F n2，被动

轮齿受 N1N2方向的啮合力 F n2，轮齿上形成接触带

宽为 2B的接触平面。

接触带半宽 Bi ( t )（i=1，2）为

Bi ( t )= 1.128
2 || F ni R i1 ( t )Ri2 ( t ) ( 1- γ2 )

Eb ( )Ri1 ( t )+ Ri2 ( t )
（6）

其中：泊松比 γ= 0.3；弹性模量 E=207 GPa。
啮合点处的最大接触应力 σni ( t )为

σni ( t )= 4F ni/ [ 2πbBi ( t ) ] ( i= 1，2 ) （7）
将式（5）中的啮合力 F ni 代入式（7），得到 σn1和

σn2随无量纲时间 t的变化曲线，如图 5所示。齿面接

触应力变化情况和啮合力变化情况一致。当齿面接

触应力大于许用接触应力 σHP时，产生接触疲劳，则

齿面接触强度的安全条件为

σni ( t )≤ σHP （8）

在安全盆中，以不同吸引子为初值计算啮合点

处 的 齿 面 接 触 应 力 ，再 与 σHP 进 行 比 较 。 当

σni ( t ) > σHP 时，该吸引子及其吸引域不安全；反

之，则安全。

3 齿面接触安全条件下的系统安全盆

侵蚀与动力学分析

安全盆侵蚀指安全盆内吸引域面积和形状的改

变，其运动类型不变。安全盆分岔是指安全盆内吸

引域的消失或出现，以及安全盆拓扑结构的改变。

3.1 参数ω对系统安全盆侵蚀与分岔的影响

系统参数 ξ= 0.1，k= 0.1，Fm=0.1，ε= 0.2，D=
1.0；考 察 域 H 1 = { - 2.0≤ x≤ 2.0，- 2.0≤ ẋ≤
2.0 }。ω在 ( 0.2，1.2 )内增大时的共存吸引子如表 3
所示。图 6为 ω增大时安全盆侵蚀与分岔过程。图

中：Pi（i=1，2，4）表示系统为周期 i运动；PN表示混

沌运动；S为满足接触强度安全条件的吸引域；U为

不满足接触强度安全条件的吸引域。图 7为以吸引

域内吸引子为初值计算得到的 σn1和 σn2。
根据表 1和图 6（a），当 ω ∈ ( 0.2，0.459 )时，H1内

只有 P1吸引子，以该吸引子中的 ( x，ẋ )=（1.107 8，
0.000 17）为初值，计算 σn1和 σn2如图 7（a）所示，图中

σn1和 σn2均小于 σHP，满足齿面接触强度的安全条件，

图 5 σn1和 σn2随无量纲时间 t变化曲线

Fig.5 Curves of σn1 and σn2 via dimensionless time t

表 1 ω增大时的共存吸引子

Tab.1 The coexistence attractors with increasing of ω

ω的值

ω ∈ ( 0.2,0.459 )
ω ∈[ 0.459,0.615 )
ω ∈[ 0.615,0.652 )
ω ∈[ 0.652,0.741 )
ω ∈[ 0.741,0.797 )
ω ∈[ 0.797,0.836 )
ω ∈[ 0.836,0.945 )
ω ∈[ 0.945,0.962 )
ω ∈[ 0.962,1.005 )
ω ∈[ 1.005,1.019 )
ω ∈[ 1.019,1.031 )
ω ∈[ 1.045,1.2 )

图例

图 6(a)
图 6(b),(c)
图 6(d)
图 6(e)

—

图 6(f)
图 6(g)
图 6(h)
图 6(i)
图 6(j)
图 6(k)
图 6(l)

安全

吸引子

P1
P1，Q1

Q1

Q1

Q1

Q1，P2
Q2，P2
P4，P2
P4，Q4

R2，Q4

R2，P8
QN

不安全

吸引子

—

R1
R1
PN
—

—

—

—

—

—

—

—

图 4 轮齿接触带半宽计算示意图

Fig.4 Schematic diagram of the calculation for the half width
of the teeth contact belt
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将其吸引域标为 P1S。随着 ω的增大，安全盆中出

现 Q1（ 橘 色 ）和 R1（ 紫 色 ）吸 引 子 。 当

ω ∈[ 0.459，0.615 )时，吸引子 P1，Q1和 R1共存。安全

盆拓扑结构的变化导致安全盆在 ω=0.459分岔，

图 6（b）为 ω= 0.485 的安全盆。以 Q1 的 ( x，ẋ )=
（0.21，0.136 667）和 R1 的 ( x，ẋ )=（0.841 104，
0.896 444）为初值，得到图 7（b）和（c）。图 6（b）中橘

色 吸 引 域 为 Q1S，紫 色 吸 引 域 为 R1U。 当

ω ∈( 0.459，0.615 )时，P1S的面积减小，Q1S和 R1U的

面积增大（如图 6（b）~（c）所示）。安全盆内运动拓

扑结构不变，仅由系统初值导致 P1S被 R1U和 Q1S

图 7 以吸引域内的吸引子为初值计算得到 σn1和 σn2
Fig.7 σn1 and σn2 via dimensionless time t

图 6 ω增大时安全盆侵蚀与分岔过程

Fig.6 Erosion and bifurcation of safe basins via ω
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侵蚀，即发生了安全盆侵蚀。当 ω= 0.615时，P1S
被完全侵蚀而消失（如图 6（d）所示），图中 R1吸引子

超出考察域。当 ω= 0.652时，R1吸引子分岔为 PN
吸引子。图 6（e）为 ω= 0.72的安全盆，图中 PNU与

Q1S共存，PNU在 ω= 0.741消失。

当 ω= 0.797时，安全盆中出现 P2吸引子（图 6
（f）），以 P2的 ( x，ẋ )=(-0.77，- 0.23 )为初值得到

图 7（d），图 6（f）中蓝色吸引域为 P2S。Q1吸引子在

ω= 0.836 分 岔 为 Q2（图 6（g）），以 Q2 的 ( x，ẋ )=
( 0.268，0.036 )为初值得到图 7（e），图 6（g）中橘色吸

引域为 Q2S。当 ω= 0.945时，Q2吸引子倍化为 P4
（图 6（h）），以 P4的 ( x，ẋ )=（0.97，0.103 333）为初

值得到图 7（f），图 6（h）中橘色吸引域为 P4S。P2吸
引子在 ω= 0.962倍化为 Q4（图 6（i）），以 Q4吸引子

( x，ẋ )=( 0.37，0.43 )为初值得到图 7（g），图 6（i）中

蓝色吸引域为 Q4S。当 ω= 1.005，P4吸引子变为 R2

（图 6（j）），以 R2的 ( x，ẋ )=(1.063 333，0.076 667 )为
初值得到图 7（h），其橘色吸引域为 R2S。当 ω=
1.019 时 ，Q4 吸 引 子 变 为 P8（图 6（k）），以 P8 的
( x，ẋ )=（0.294 286，-0.191 429）为初值得到图 7（i），

其蓝色吸引域为 P8S。当 ω ∈（1.031，1.045）时，H1内

共存混沌吸引子和 R2 吸引子。R2 吸引子在 ω=
1.045分岔为 QN吸引子。图 6（l）为 ω=1.1的安全

盆，以 QN的 ( x，ẋ )=( 0.73，0.032 2 )得到图 7（j），图

中 σn1和 σn2始终小于 σHP，吸引子安全。

可见，在齿面接触强度安全条件下，安全盆中共

存吸引域的安全特性不同。图 6中共存吸引子的吸

引域构成了安全盆，其分岔和侵蚀过程与吸引子的

演变过程密切相关。吸引子的出现或消失改变安全

盆内的运动类型及拓扑结构，导致安全盆分岔。

多初值分岔图可清晰反映系统运动转迁过程。

图 8为系统随 ω增大的多初值分岔图及对应的最大

Lyapunov指数（top Lyapunov exponent，简称 TLE）
图。图 8（a）中，Pn，Qn和 Rn为分岔曲线的运动周期

数；G11，M12等为分岔点。由图 8可知，在 G11（ω=
0.459）左侧，只有黑色分岔曲线 P1，对应的 TLE值

小于 0，安全盆中只存在 P1S（图 6（a））。在 G11附近，

图 8（a）中发生周期跳跃出现橘色 Q1和紫色 R1分岔

曲线，在G11~M11内，P1，Q1和 R1共存，对应安全盆如

图 6（b）~（c）所示。

在M11（0.615）附近，P1（对应图 6（c）~（d）中黑色

吸引域 P1S）消失。在G1N（ω=0.625）附近，紫色TLE
值近似等于 0，之后大于 0，紫色 R1鞍结分岔为 PN，
图 6（d）~（e）中紫色吸引域由 R1U变为 PNU。在GN1

右侧，橘色分岔曲线由Q1在M12（ω=0.836）分岔为Q2，

Q2在G24（ω=0.945）分岔为 P4，P4在G42（ω=1.005）分

岔为R2，图 6（f）~（k）中橘色吸引域由Q1S变为Q2S再
变为 P4S，最后变为 R2S。蓝色分岔曲线 P2出现在

G12（ω =0.797），P2在 M24（ω=0.962）变为 Q4，Q4在

G48（ω=1.019）变为 P8，图 6（f）~（k）中蓝色吸引域由

P2S变为Q4S再变为 P8S。在G8N（ω=1.031）右侧，系

统出现短暂的混沌运动和 R2运动，R2在 G2N（ω=
1.045）经过鞍结分岔进入混沌运动（对应图 6（l））。

共存运动的出现、消失和转迁（图 8（a）中出现

周期跳跃、倍化分岔和鞍结分岔），改变安全盆中的

共存子，系统安全盆发生分岔。例如，P1在 G11经周

期跳跃为 Q1和 R1，安全盆中出现吸引域 Q1S和 R1U
（图 6（a），（b））；Q1在M12倍化为Q2，导致安全盆中橘

色吸引域由 Q1S变为 Q2S（图 6（f）~（g））；紫色 R1在

G1N 鞍结分岔为 PN，导致安全盆中紫色吸引域由

R1U变为 PNU（图 6（d）~（e））。

3.2 参数 k对系统安全盆侵蚀与分岔的影响

系统参数 ξ= 0.06，ω= 1.7，Fm =0.2，ε= 0.2，
D= 1.0；考察域 H 2 ={-3.0≤ x1 ≤ 3，-3.0≤ x2 ≤
3 }。 k在 ( 0，0.3 )内减小时的共存吸引子如表 2所

示。图 9为 k减小时的安全盆侵蚀与分岔，图中 PQ
为概周期运动。以安全盆中吸引子初值计算得到随

无量纲时间 t变化的 σn1和 σn2，如图 10所示。

图 9（a）为 k= 0.28时的安全盆。以灰色吸引域

中 ( x，ẋ )=( 0.844 28，- 1.564 286 )计 算 其 相 图 和

图 8 随 ω增大的多初值分岔图和TLE图

Fig.8 Diagrams of multi-initial bifurcation and TLE via ω
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Poincaré映射图（图 10（a）），图 10（a）的灰色吸引域

为概周期运动。当 k> 0.265时，P1与 PQ吸引子共

存。以 P1的 ( x，ẋ )=( 0.964 286，0.055 714 )和 PQ的
( x，ẋ )= ( 0.844 286，- 1.564 286 )为初值 ，得到图

10（b）、图 10（c），图 9（a）中黑色吸引域为 P1S，灰色

吸引域为 PQU。当 k减小至 k=0.265时，安全盆中出

现 P2 吸引子和蓝色吸引域（如图 9（b）），以 P2 的
( x，ẋ )=( 0.708 75，-0.251 25 )为初值得到图 10（d），

图 9（b）中蓝色吸引域为 P2S。P1吸引子在 k=0.228
分 岔 为 Q2 吸 引 子（如 图 9（c）），以 Q2 的 ( x，ẋ )=
( 0.896 25，0.033 75 )为初值得到图 10（e），图 9（c）中

黑色吸引域为Q2S。
当 k=0.196，安全盆出现 P3吸引子和黄色吸引

域，如图 9（d）所示。以 P3的 ( x，ẋ )= (-0.604 28，
-0.638 51 )为初值得到图 10（f），图 9（d）中黄色吸

引 域 为 P3U。 当 k=0.186 时 ，Q2S 被 完 全 侵 蚀

（图 9（e））。当 k=0.149时，安全盆中出现 Q3吸引

子 和 红 色 吸 引 域（图9（f）），以 Q3 的 ( x，ẋ )=
( 0.227 143，-0.561 429 )为初值得到图 10（g），图

9（f）中红色吸引域为 Q3U。当 k=0.136时，安全盆

中出现 P12吸引子和绿色吸引域（图 9（g）），以 P12的
( x，ẋ )=（-0.371 45，-0.693 75）为 初 值 得 到

图 10（h），图 9（g）中绿色吸引域为 P12U，该吸引子在

k=0.114消失（图 9（h））。

当 k=0.109时，蓝色吸引域中 P2吸引子倍化为

P4（图 9（i）），以 P4的 ( x，ẋ )=（-0.693 75，0.431 25）
为初值得到图 10（i），图 9（i）中蓝色吸引域为 P4S。

图 9 k减小的安全盆侵蚀与分岔

Fig.9 Erosion and bifurcation of safe basins via k

表 2 k减小时的共存吸引子

Tab.2 The coexistence attractors with decreasing of k

k的值

k∈ ( 0.265,0.3 )
k∈ ( 0.228,0.265 ]
k∈ ( 0.196,0.228 ]
k∈ ( 0.186,0.196 ]
k∈ ( 0.149,0.186 ]
k∈ ( 0.136,0.149 ]
k∈ ( 0.114,0.136 ]
k∈ ( 0.109,0.114 ]
k∈ ( 0.079,0.109 ]
k∈ ( 0.032,0.079 ]
k∈ ( 0.031,0.032 ]
k∈ ( 0.026,0.031 ]
k∈ ( 0,0.026 ]

图例

图 9(a)
图 9(b)
图 9(c)
图 9(d)
图 9(e)
图 9(f)
图 9(g)
图 9(h)
图 9(i)
图 9(j)
-

图 9(k)
图 9(l)

安全吸引子

P1
P1，P2
Q2，P2
Q2，P2
P2
P2
P2
P2
P4
PN
PN
PN
PN

不安全吸引子

PQ
PQ
PQ
P3，PQ
P3，PQ

P3，Q3，PQ
P3，Q3，PQ，P12
P3，Q3，PQ
P3，Q3，PQ
P3，Q3，PQ
P3，Q3，R2
P3，P6，R2
P3，P6
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当 k=0.079时，P4吸引子变为 PN（图 9（j）），以 PN的

( x，ẋ )=（0.881 25，-0.258 75）为初值得到图 10（j），

图 9（j）中蓝色吸引域为 PNU。

PQ吸引子在 k=0.032时变为 R2吸引子，Q3吸引

子 在 k=0.031 时 变 为 P6 吸 引 子 。 当

ω ∈ ( 0.026，0.031 ]时，PN，P3，P6与 R2吸引子共存。

图 9（k）为 k= 0.03 时 的 安 全 盆 ，以 R2 的 ( x，ẋ )=
( 2.961 429，- 2.97 )为初值得到图 10（k），图 9（k）中

灰 色 吸 引 域 为 R2U。 以 P6 的 ( x，ẋ )=( 0.321 429，
-0.638 571 )为初值得到图 10（l），图 9（k）中红色吸引

域为P6U。当 k=0.026时，灰色吸引域消失（图 9（l））。

图 11为 k减小的多初值分岔图和 TLE图。在

G12（k=0.265）右侧，黑色 P1和灰色 PQ分岔曲线共存，

黑色 TLE值小于 0，灰色 TLE值在 0附近波动。在

G12，图 11（a）中出现蓝色 P2分岔曲线，在G12~M12内，

P1，P2和 PQ分岔曲线共存。在M12（k=0.228），P1倍化

为 Q2，图 9（b）~（c）中，黑色吸引域由 P1S变为 Q2S。
在 G23（k=0.196），图 11（a）中出现黄色 P3分岔曲线，

图 9（d）中出现黄色吸引域 P3U。在 G22（k=0.186），

图 11（a）中黑色Q2分岔曲线消失，图 9（e）中黑色吸引

域Q2S消失。在M23（k=0.149），图 11（a）中出现红色

Q3分岔曲线，图 9（f）中出现红色吸引域Q3U。图 11（a）
中绿色 P12分岔曲线出现在 G3T（k=0.136），消失于

GT3（k=0.114），安全盆如图 9（g）~（h）所示。蓝色分

岔 曲 线 P2 在 G24（k=0.109）变 为 P4，P4 在 G4N（k=
0.079）变为 PN，图 9（h）~（l）中，蓝色吸引域由 P2S变

为 P4S再变为 PNU。PQ在 GQ2（k=0.032）分岔为 R2，

图 11 k减小的多初值分岔图和TLE图

Fig.11 Diagrams of multi-initial bifurcation and TLE with
decreasing of k

图 10 随无量纲时间 t变化的 σn1和 σn2
Fig.10 σn1 and σn2 via dimensionless time t
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Q3在G36（k=0.031）倍化为 P6。G36~G2N内，PN，P3，P6
和R2分岔曲线共存，安全盆如图 9（k）所示。在G2N（k=
0.026）附近，R2跳跃为 PN，安全盆中灰色吸引域完全

被蓝色吸引域侵蚀，如图 9（l）所示。

综上，随 k减小的多初值分岔图中出现周期跳

跃和分岔（倍化分岔、鞍结分岔、Hopf分岔），改变安

全盆中吸引子的共存，引起安全盆分岔。

4 结 论

1）齿面接触强度安全条件下，安全盆中共存运

动吸引域的安全特性不同；保证系统的初始激励处

于安全的吸引域内，可避免齿面接触疲劳的产生。

2）安全盆中吸引子的出现、消失或数量的变化

改变安全盆的运动拓扑结构，导致安全盆分岔。

3）多初值分岔图中出现周期跳跃、倍化分岔、

Hopf分岔或鞍结分岔，改变系统的共存周期解，引

起吸引子数量或类型的变化，从而诱发安全盆分岔。
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