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矩形舵面应变模态测试中的传感器优化布置
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摘要 针对矩形舵面结构应变模态测试中信噪比低、模态阶次遗漏等问题，研究了应变传感器的优化布置方法。首

先，建立应变传感器布置的动力学模型；其次，基于应变振型，研究了有效独立法（effective independence，简称 EI）、

MinMAC法（minimize modal assurance criteria，简称MinMAC）和奇异值分解法（singular value decomposition，简称

SVD）的应用；最后，利用振动台对矩形舵面模型进行了实验验证。结果表明：测点优化前，应变响应信号缺少第 2
阶模态信息，应变振型向量正交性差；测点优化后，根据应变响应信号能够准确识别第 2阶固有频率和阻尼比，振型

向量的正交性得到改善。该优化后结果验证了传感器优化布置的必要性和有效性。
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引 言

矩形舵面结构在航空航天工程中应用广泛，常见

于新型飞行器的翼面、空气舵等典型部件。这类结构

自身重量较轻，进行模态测试时易受周围环境干扰。

应变片与传统的加速度传感器相比，重量轻，体积小，

对结构的质量影响较小，可以避免加速度传感器附加

质量的干扰，因此更适用于薄板类型的舵面结构模态

测试场合。近年来，基于结构应变信号的模态测试受

到广泛关注，并获得了实际应用，在模态参数识别［1］、光

纤光栅测量［2］和结构损伤探测［3］等方面取得良好效果。

由于结构表面的应变信号通常较弱，在测试时，受到测

量噪声的影响，结构的应变响应信号信噪比相对较差，

影响模态测试结果，甚至出现模态阶次遗漏现象，所以

在应变模态测试中，有必要对传感器做优化布置。

传感器优化布置对于模态测试中的信号采集有

着至关重要的影响。常规传感器位置优化的方法

有 ：模 态 动 能 法（modal kinetic energy，简 称

MKE）［4］，EI法［5⁃7］、MinMAC法［8⁃9］和 SVD法［10⁃11］等。

上述方法中，MKE法根据测点处结构动能最大化进

行优化，不能直接应用于应变测试场合。

首先，将矩形舵面简化成薄板模型，建立应变传

感器布置的动力学模型，得到位移振型与应变振型

之间的转换关系；其次，研究了 EI法、MinMAC法和

SVD法，基于薄板应变振型设计 3种传感器优化布

置方案，并综合边界条件从中选择合适的测点，作为

最终测点位置；最后，在舵面模型的验证实验中，对

比优化前后应变响应信号的模态指示函数（modal
indicator function，简称MIF）曲线［12］，以及结构的固

有频率、阻尼比和振型向量识别结果，验证了传感器

优化布置的必要性和有效性。

1 应变传感器布置的动力学模型

应变传感器优化布置的前提是建立结构应变响

应的动力学模型，获取应变振型。在全局坐标下，有

限元模型的位移响应应满足如下的振动微分方程

Mü+ Ku= 0 （1）
其中：u为总体位移响应向量；M，K分别为系统总体

质量矩阵和总体刚度矩阵。

对式（1）求解广义特征值问题可获得系统的固

有频率和位移振型矩阵Φ。

记系统总体应变响应为 ε，对应的应变振型矩

阵为Φ ε，则根据应变模态理论可知应变振型矩阵与

位移振型矩阵之间有如下转换关系［13］

Φ ε= BΦ （2）
其中：B为总体应变转换矩阵，通过单元应变矩阵 Be

组装形成。

为简化问题，笔者采用四结点矩形板单元建立

薄板有限元模型，见图 1，单元的位移向量可表示为
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ue=[ uT1 uT2 uT3 uT4 ] T （3）

其中：u i=[wi θxi θyi ] T 为结点的挠度和转角位

移；下标 i= 1，2，3，4为结点编号。

在薄板弯曲问题中只需考虑 εx，εy，γxy这 3个应

变分量，记结点应变向量为 ε i= [ εxi εyi γxyi ] T，根
据板单元的几何方程和单元形函数方程，可得

ε i= B i
eue （4）

其中：B i
e为第 i个结点的单元应变矩阵。

B i
e由板单元 4个结点的应变矩阵块组合而成

B i
e=[B 1 B 2 B 3 B 4 ] （5）

其中：Bj ( j= 1，2，3，4 )为对应于板单元第 j个结点

的应变矩阵块，与单元的几何尺寸有关。

对于如图 1所示单元，其厚度为 z，长度和宽度分

别为 2a和 2b，则B i
e中第 j个应变矩阵块［14］可表示为

B j=
z
4ab
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（6）

其中：ξi，ηi，ξj，ηj 为各结点在局部坐标系 ξ= x/a，
η= y/b下的坐标值。

记 板 单 元 的 应 变 向 量 为 εe=

[ εT1 εT2 εT3 εT4 ] T，由式（4）可得单元应变向量 εe与

单元位移向量 ue之间的关系为

εe= Beue （7）
其中：Be为单元应变矩阵。

Be由各结点单元应变矩阵组合而成，即

Be=[B e
1
T B e

2
T B e

3
T B e

4
T ] T （8）

式（7）建立了矩形板单元结点应变响应与位移响

应之间的转换关系。这个关系与单元结点力向量和

位移向量之间的关系具有相同的表达形式，因此可通

过类似于总体刚度矩阵组装的过程，对单元应变矩阵

Be进行组装得到总体应变转换矩阵B，然后根据式（2）
从位移振型矩阵Φ即可得到应变振型矩阵Φ ε。

2 应变测试的传感器布置方法

传感器优化布置的目的是：①提高测试信号的

信噪比；②选择能够使模态振型保持最大独立性的

自由度作为最优测点位置［15］。

传感器数量一般由模态实验要求确定。理论上

传感器数量最少应等于结构待识别的模态数，但考

虑到信噪比、模态识别精度及可视化等要求，实际使

用的传感器一般多于待识别模态数。但是过多的传

感器采集的信息也会被噪声淹没，所以传感器数量

并不是越多越好［16］。

笔者假设已经获得薄板结构的正应变振型矩阵

Φ ε，以此为基础，对 EI法、MinMAC法和 SVD法的

实施过程进行讨论分析，为薄板结构的应变模态测

试实现传感器优化布置。

2.1 有效独立法

EI法从所有可能测点出发，利用模态矩阵形成

信息阵，根据各位置测点对模态振型独立性的作用

大小为序，逐个去掉对信息矩阵秩的作用最小的待

选位置，从而使模态振型线性无关性增强。

EI法计算过程为：

1）按应变测试方向，选择全部正应变自由度为

初始测点，根据应变振型矩阵Φ ε和初始测点建立模

态矩阵Φ s；

2）由式（9）计算有效独立系数

ED= diag (Φ s[Φ s
TΦ s ]

-1
Φ s

T) （9）

3）根据 ED中最小的元素所对应的位置删除模

态矩阵Φ s中的行，即去掉对模态振型独立性作用最

小的测点位置，并更新模态矩阵Φ s；

4）返回步骤 2，直至剩余测点数目与传感器数

量相同，便是最优的传感器测试位置。

2.2 MinMAC法

模态保证准则矩阵（modal assurance criteria，简
称MAC）可用来表征振型间的相关性，其计算公式为

MAC ij= φTi φ j ( )φTi φ i ( )φTj φ j （10）

其中：MAC ij 是 MAC矩阵的第 ( i，j)个元素；φ i，φ j

分别为第 i，j阶振型向量。

图 1 四结点矩形单元示意图

Fig.1 Four node rectangular element
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MAC矩阵非对角元的值越小，表征各振型间

相关性越小，即相关模态的可分辨程度越高。Min⁃
MAC法采取逐渐减小MAC矩阵非对角元的方式，

从传感器待选测点中获得最优位置。

MinMAC法具体过程如下：

1）结合结构特征与经验选择初始测点（初始测

点数小于所需传感器数），由应变振型矩阵和初始测

点建立模态矩阵Φ s；

2）遍历所有剩下的可选测点，新增 1个测点并

更新 Φ s，按式（10）计算模态保证准则矩阵，选择非

对角元最大值最小的测点作为新增测点；

3）返回步骤 2，直至新增的测点数等于传感器数。

MinMAC法每一次增加的新测点位置都可以

使得最新的MAC矩阵的非对角元最大值最小，尽

可能满足各阶模态振型的独立性。

2.3 奇异值分解法

与 EI法类似，SVD法计算的对象也是 Fisher信
息阵。该方法通过分解信息阵，选择使最小奇异值

最大化的测点作为传感器位置。该方法也是逐次增

加新的测点，具体过程为：

1）选择第 1阶模态中绝对值最大的点作为初选

测点，根据振型矩阵和初始测点建立模态矩阵 Φ s，

并记 Fisher信息阵为Q=Φ s
TΦ s；

2）遍历所有剩余可选测点，每次新增 1个测点

并更新Q，然后对Q进行奇异值分解，选择最小奇异

值最大的测点作为新增的传感器位置；

3）返回步骤 2，每次都留下一个最小奇异值较

大的测点位置，直至达到传感器数目为止。

2.4 3种方法的比较与分析

由于上述 3种方法所使用的计算原理都不一

样，最终给出的测点布置方案也都不尽相同。

EI法和 SVD法计算对象都是由模态矩阵形成

的信息阵，得到对模态信息贡献最优的测点，这两种

方法得到的测点具有较好的信噪比，但 EI法还使感

兴趣的模态向量尽可能保持线性无关。MinMAC
法主要从振型的线性无关性出发，得到的测点在信

噪比方面不如另外 2个方法。

综上所述，在实际应用中建议优先选择 EI法确

定的测点，这也是目前传感器优化布置中使用最广

泛的一种方法，然后依次选择 MinMAC法和 SVD
法测点。此外，还应考虑振型的可视化要求，避免测

点集中现象。

3 矩阵舵面模型验证

笔者利用振动台对矩形舵面模型试件进行基础

白噪声激励，在结构上布置若干应变测点，采用随机

子空间方法对应变响应信号进行工作模态分析，通

过对比实际工况下舵面结构的模态频率、阻尼比和

振型向量MAC的测试结果，验证传感器优化布置

方法在应变模态测试中的必要性和有效性。

图 2为铝合金材质的舵面模型实验照片，舵面下

端用夹具安装于振动台台面，板长为 0.19 m，宽为

0.15 m，厚为 4 mm，信号采集设备为M+P系统，分析

频率为 800 Hz，谱线数为 800，频率分辨率为 1 Hz。应

变片根据测点布置粘贴于模型悬臂薄板的表面，为了

对比模态参数识别精度，在板的另一面布置 1个加速

度传感器，用于常规加速度信号的模态参数识别。

首先用矩形板单元建立如图 3所示有限元模

型，单元长和宽均为 10 mm。通过有限元分析可知

该结构在 800 Hz频带内具有 3阶模态，然后通过应

变转换矩阵，得到正应变的振型矩阵。不失一般性，

本例中选择 y向应变振型对传感器进行优化布置。

图 3为优化前传感器布置示意图，其中：六边形

为加速度传感器测点位置；正方形为应变传感器测

点位置，各测点间距均匀布置。图 4为测点优化前应

变MIF曲线，MIF的实质是实测应变响应谱矩阵的

最大奇异值［12］。MIF曲线反映了结构的第 1阶和第 3
阶应变模态，但第 2阶模态的信息不明显，模态参数

识别时将会出现模态阶次遗漏的问题，说明有必要

对原有测点布置进行优化。

根据前文所述的 EI法、MinMAC法和 SVD法

计算步骤，编制程序对应变测点进行优化计算，得到

如图 5所示的 3种测点优化布置方案和最终测点。

由图可知，3种方法由于计算原理不同，所得到的测

点位置也不尽相同。EI法综合了振型的线性无关

性和测试信噪比要求，该方法所得的测点位置分布

相对比较分散；MinMAC法主要考虑振型的线性无

关性，测点分布有一定程度的集中现象；SVD法主

图 2 矩形舵面模型验证实验照片

Fig.2 Photo of rectangular rudder surface model verification
experiment
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要考虑应变信号的信噪比，所得测点位置主要分布

在悬臂薄板的根部，测点集中现象较为严重。

在上述 3种计算结果的基础上，优先选择 EI法
的测点，同时兼顾其他两种方法的结果，以满足振型

线性无关性、测试信噪比和振型可视化等要求。还

要注意到某些测点位于薄板的边缘处，不利于应变

片的安装粘贴，对于这种情况可以选择板内邻近位

置作为实际测点。图 5中正方形所标示的位置即为

最终经过优化后的实际应变测点。

图 6为优化后应变响应的MIF曲线，与未优化

的测点方案相比，第 2阶的应变模态信息更为明显，

说明了对传感器测点进行优化布置，有助于提高模

态信息的识别能力。

用工作模态分析中的随机子空间法对实测信号

进行模态参数辨识。表 1为根据实测加速度信号、

测点优化前后应变信号得到的结构前 3阶模态频率

和阻尼比，经过对比表明，测点优化后的应变信号能

有效识别结构模态参数，解决模态识别阶次遗漏的

问题，识别精度与常规加速度信号的工作模态分析

结果保持一致。图 7为实测 y向应变振型的MAC
图。由图可知，经过测点优化布置后，各阶实测应变

振型向量的正交性有明显改善。

4 结 论

1）结构的应变振型是进行传感器优化布置的动力

学基础，在实际应用中只需导出正应变的振型分量。

2）针对应变模态测试，研究了EI法、MinMAC法

和 SVD法 3种传感器优化布置方法，实际应用时建议

优选 EI法测点，并根据实际情况确定最终的测点布

置，满足信噪比、振型向量独立性和可视化等要求。

3）在矩形舵面模型的应变模态实验中，对比传

感器优化布置前后工作模态分析结果，表明测点优

化后的应变信号能有效识别结构模态参数，防止模

态识别阶次遗漏的问题，改善模态参数识别精度，验

证了传感器优化布置的必要性和有效性。

4）本研究成果可为舵面的颤振试飞、利用飞行

图 3 优化前传感器布置示意图

Fig.3 Sensor layout before optimization

图 4 测点优化前应变MIF曲线

Fig.4 Strain MIF curve before optimi⁃
zation of measuring points

图 5 3种测点优化布置方案和最终测点

Fig.5 Three optimal layout schemes and
final measuring points

图 6 测点优化后应变响应的MIF曲线

Fig.6 Strain MIF curve after optimization of measuring
points

表 1 悬臂薄板模态频率和模态阻尼比识别结果

Tab.1 Identification results of modal frequency and damping ratio of cantilever thin plate

阶次

1
2
3

加速度传感器测量信号

f/Hz
95
293
597

阻尼比/%
1.11
0.90
1.27

应变信号（优化前）

f/Hz
95
-
601

阻尼比/%
1.28
-
0.63

应变信号（优化后）

f/Hz
94
292
597

阻尼比/%
1.17
0.90
0.99

916



第 5 期 吴向余，等：矩形舵面应变模态测试中的传感器优化布置

数据进行工作模态识别等后续工作提供实验测点布

置方案，具有重要的工程应用价值。
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图 7 测点优化前后实测 y向应变振型MAC图

Fig.7 MAC diagram of measured y⁃direction strain mode
before and after optimization points
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