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艏摇运动下船用转子系统的非线性动力学特性
∗
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摘要 考虑艏摇运动，基于短轴承油膜力理论建立了船用转子⁃轴承系统的动力学模型，理论分析显示系统运动微

分方程具有较强的几何非线性。受到艏摇运动影响，转子会相对轴瓦产生偏转，受到非线性油膜力矩等多种作用

力。采用数值方法，分析了艏摇运动影响下转子的非线性动力学特性及其相对轴瓦产生的偏转运动，研究了艏摇幅

值及频率比对转子运动的影响。结果表明：当转速较低时，转子相对轴瓦产生的偏转较大；当转速较高时，艏摇使得

转子能够进入混沌运动状态。转子振幅及其相对轴瓦的偏转随着艏摇幅值的增大而增大。随着频率比的减小，艏

摇运动对转子影响逐渐减弱。

关键词 非线性动力学；船用转子系统；艏摇运动；轴承油膜力；稳态响应；混沌

中图分类号 TH113.1；O322

1 问题的引出

船舶在航行过程中，总是会受到各种未知航行因

素的影响，如风、浪等，使得船体发生如图 1所示的牵

连运动，具体包括艏摇、横摇、纵摇、横荡、纵荡及垂荡。

艏摇作为一种对舰船稳定运行影响较大的牵连运动，

目前对其研究主要关注的是艏摇对船体结构动力学

响应的影响。文献［1］研究了船舶在波浪漂移力作用

下的艏摇运动，采用数值模拟和实验相结合的方式，

验证了其数学模型能够准确模拟非线性效应和预测

运动不稳定性。刘利琴等［2］建立了规则波浪中船舶的

横摇运动方程，分析了不同甲板上浪对船舶横摇运动

的影响。李冬琴等［3］通过对船模纯横荡及纯首摇运动

进行数值仿真研究，对比了侧向力及转首力矩的仿真

计算结果及实验结果。虽然舰船运动频率远低于转

子系统，但这种低频率、大位移的牵连运动会通过船

体将能量传递给转子系统，从而对转子系统动力学特

性产生重要影响。因此，研究牵连运动下船用转子⁃轴
承系统的动力学特性显得尤为必要。

对于牵连运动下转子⁃轴承系统动力学特性的相关

研究目前多集中于航空领域。张鹏［4］研究了机动转弯和

螺旋前进机动这2种特定飞行动作对转子动力学特性的

影响，分析了转子响应随各机动参数的变化规律。文献

［5⁃7］考虑正弦机动飞行和水平盘旋飞行2种运动，以带

有立方非线性弹性支承的转子系统作为研究对象，进行

了局部分岔及全局分岔的相关动力学特性研究。祝长

生等［8⁃9］研究了飞机任意机动飞行条件下具有多盘、多质

量和多轴承的不平衡柔性转子系统的动力学特性。Han
等［10⁃11］研究了在裂纹故障存在时转子⁃轴承系统的动力

学特性，以及在转动牵连运动下柔性转子系统所表现出

来的参数不稳定性。Liu等［12］研究了无舵四旋翼无人机

在滚转和偏航时旋翼的动力学特性，并设计控制器实现

对无人机滚转及偏航控制的解耦。在舰船牵连运动对

转子⁃轴承系统动力学特性影响的相关研究中，Dakel
等［13⁃14］采用轴和盘具有不对称性的转子模型，研究了包

括平移和旋转共6个自由度的摇荡运动对舰载转子系统

动力学特性的影响。Zhang等［15⁃16］通过将基础运动与油

膜力耦合，建立了考虑船舶纵摇、横摇运动及非线性油

膜力的转子⁃轴承系统的动力学模型，研究了具有不平

衡质量系统的动力学特性。

当艏摇运动存在时，转子轴颈会相对轴瓦产生

图 1 舰船牵连运动示意图

Fig.1 Schematic diagram of marine transport motion
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倾斜，使转子受到油膜力矩影响，运动特性变得复

杂。笔者基于短轴承理论，考虑油膜力矩，推导了艏

摇运动下转子⁃轴承系统的运动微分方程，在分析转

子系统稳态响应时，除轴心轨迹、时域响应、频谱响

应及庞加莱截面外，还分析了转子轴颈轨迹，以充分

说明艏摇运动对转子⁃轴承系统动力学特性的影响。

2 艏摇运动下转子‑轴承系统的数学

模型

2.1 运动方程

建立转子⁃轴承系统受船体牵连运动影响的力学

模型如图 2所示，转子⁃轴承系统剖面图如图 3所示。

其中：Ol为 z轴负方向轴颈几何中心；Or为 z轴正方向

轴颈几何中心。为方便问题讨论，特作如下假设：①
系统转子为刚性轴段；②轴承为短轴承；③圆盘质量

为m，偏心距为 e，沿 y轴、z轴的转动惯量分别为 J1和

J2。O0⁃x0y0z0为固定在地面的惯性参考系，O1⁃x1y1z1
为船体相对直角坐标系，O⁃xyz为转子直角坐标系。

设圆盘位移为 x，y；圆盘角位移为 θx，θy；载体角位

移为 θ0。基于短轴承理论，考虑艏摇运动对转子⁃轴承

系统的影响，求得在艏摇运动影响下系统动能为

T= 1
2 m [( )ẋ+ eω cos ωt 2 + ( y+ eω cos ωt ) 2 θ̇0 2 +

ù
û( )ẏ- eω sin ωt
2
+ 1
2 J1

é
ë
êêêê( θ̇x+ θ̇0) 2 + θ̇y 2ùû

úú+

1
2 J2[ω2 + 2ω ( θ̇x+ θ̇0) sin θy ]+
1
2 ( J1 + J2 ) ( θ̇x+ θ̇0) 2 sin2θy

（1）

根据模型假设，圆盘和轴段均为刚性，因此系统

势能仅包含重力势能，其表达式为

U=-mg ( x+ e sin ωt ) （2）
转子的广义坐标为 x，y，θx和 θy，各个坐标所对

应广义力的表达式分别为：Qx=Fx1+Fx2；Qy=Fy1+
Fy2；Qθx=Fy2l-Fy1l；Qθy=Fx1l-Fx2l。

根据 Lagrange方程可得转子⁃轴承系统的运动

方程为
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mẍ= mg+ meω2 sin ωt+ Fx1 + Fx2

mÿ= myθ̇ 20 + mθ̇ 20 e cos ωt+ mω2e cos ωt+
Fy1 + Fy2

J1 θ̈x=-2θy θ̇y( )J1 + J2 ( )θ̇x+ θ̇0 -

J2ωθ̇y- J1 θ̈0 + Fy2 l- Fy1 l

J1 θ̈y= θy( )J1 + J2 ( )θ̇x+ θ̇0
2
+

J2ωθ̇x+ J2ωθ̇0 + Fx1 l- Fx2 l

（3）

其中：ω为转子转速；Fx1，Fx2分别为 2个轴承在 x方

向的油膜力；Fy1，Fy2分别为 2个轴承在 y方向的油

膜力。

理论分析显示，系统除受到非线性油膜力作用

外，还受到陀螺力矩、艏摇惯性力矩及油膜力矩的影

响，表明系统具有几何非线性特性。

2.2 无量纲化运动方程

为简化问题及增加研究问题的适用范围，用

表 1所示的无量纲量对式（3）中的各物理量进行无

量纲化。其中：R为轴承半径；σ̄为 Sommerfeld数；B
为轴承长度。

基于现有研究［15］，假定船体摆动规律表达式为

图 2 转子⁃轴承系统示意图

Fig.2 Schematic diagram of rotor⁃bearing system

图 3 转子⁃轴承系统剖面图

Fig.3 Section of rotor⁃bearing system

表 1 无量纲参数表达式

Tab.1 The expression of dimentionless parameter

参数描述

无量纲时间 τ

无量纲偏心率 α

无量纲转速 Ω0

无量纲油膜力 fxi
长径比 λ

无量纲重力矩M

转子无量纲位移 X

转子无量纲位移Y

无量纲 Sommerfeld数 σ

无量纲油膜力 fyi
无量纲转动惯量 J

无量纲频率比 η

表达式

τ=ωt
α=e/c

Ω 0 = ω c g

fxi=Fxi/mg, i=1, 2
λ=B/2R

M=mgl/J1Ω02

X=x/c
Y=y/c

σ= -
σ m gc

fyi=Fyi/mg, i=1, 2
J=J2/J1
η=ω/ω0
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θ0=A0sin（ω0t），其中 A0为艏摇运动振幅，一般用弧

度表示，无量纲，故 θ0也是无量纲的量。记：ẋ=
dx dt，ẏ= dy dt，X ′= dX dτ，Y ′= dY dτ，则无量纲

化运动方程为
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X ″=
1
Ω 2
0
+ α sin τ+ fx1

Ω 2
0
+ fx2
Ω 2
0

Y ″= Yθ′ 20 + α cos τ+ fy1
Ω 2
0
+ fy2
Ω 2
0

θ ″x=-θ ″0 - Jθ ′y- 2( )1+ J θyθ ′y( )θ ′x+ θ ′0 +
Mfy2 -Mfy1

θ ″y= Jθ ′x+ Jθ ′0 + ( )1+ J θy( )θ ′x+ θ ′0
2 +

Mfx1 -Mfx2

（4）

其中：fx1，fx2分别为 2个轴承在 x方向的无量纲油膜

力；fy1，fy2分别为 2个轴承在 y方向的无量纲油膜力。

本研究采用的油膜力模型［17］为
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fr=
σλ2Ω 0[ ]( )1- 2φ′ G 1 + 2e′G 2

3

fτ=
σλ2Ω 0[ ]( )1- 2φ′ G 3 + 2e′G 4

3

（5）

其中 ：G 1 =
2ε2

( )1- ε2
2 ；G 2 =

π ( )1+ 2ε2

2 ( )1- ε2
5/2 ；G 3 =

πε
2( )1- ε2

3/2；G 4 =
2ε

( )1- ε2
2；ε为轴颈偏心率。

将式（5）进行坐标变换后可得

ì
í
î

fx=- fr cos φ- fτ sin φ
fy=- fr sin φ- fτ cos φ

（6）

其中 ：cos φ= x
e
；sin φ= y

e
；e= x2 + y 2；

dφ
dt =

ẏx- ẋy
e2

；
de
dt =

xẋ- yẏ
e

。

3 非线性动力学特性分析

由于式（4）具有强非线性特性，所以笔者采用数

值分析方法进行求解。对比分析有无艏摇运动下转

子⁃轴承系统的非线性动力学特性，并通过转子轴颈

轨迹分析了艏摇对转子偏转的影响。

3.1 无艏摇运动下转子‑轴承系统的动力学特性

图 4为无量纲转速 Ω 0=0.1~3.6时，转子⁃轴承

系统在不受艏摇运动影响下的分岔图及最大 Ly⁃
apunov指数，系统参数为：σ=3；α=0.05；λ=0.2。
系统此时主要受不平衡力和非线性油膜力作用。

由图可见：在低转速即 Ω 0=0.1~2.24时，系统稳态

响应主要是受到转子不平衡惯性力的影响，此时

转子位移幅值较小，但是在 Ω 0=1.1附近有明显的

先减小后增大的趋势，在此转速变化区间内转子

动力学特性表现为周期 1；当 Ω 0=2.25~2.6时，转

子稳态响应幅值急剧增大，出现倍周期分岔，由周

期 1 变为周期 2 运动 ；随着转速的提高 ，当 Ω 0=
2.61~2.85时，系统由周期 2运动过渡为周期 1，且
转子在 y方向上的位移趋于稳定，振幅较小，系统

整体趋于稳定状态；当 Ω 0=2.86~3.6时，系统振幅

逐渐变大，由周期 1逐渐变为拟周期。因此，无艏

摇运动时转子⁃轴承系统的动力学行为是周期 1→
周期 2→周期 1→拟周期。可以看出，在不平衡力

和非线性油膜力作用下，系统表现出较为丰富的

动力学特性。

3.2 艏摇运动下转子‑轴承系统的动力学特性

图 5为无量纲转速 Ω0=0.1~3.6时，转子⁃轴承

系统在艏摇运动影响下的分岔图及最大 Lyapunov
指 数 ，系 统 参 数 为 ：σ=3；α=0.05；λ=0.2；A0=
0.26。此时系统受到艏摇运动、不平衡质量和非线

性油膜力共同作用。由图可见：在较低转速即 Ω0=
0.1~2.24时，转子系统在 y方向的位移不大，对比

图 4，与无艏摇运动影响下转子的位移无较大差

别，但位移幅值较大，且在此段时间内系统最大

图 4 无艏摇运动下转子⁃轴承系统的分岔图及最大 Lyapu⁃
nov指数

Fig.4 The bifurcation diagram of the rotor⁃bearing system
and it's largest Lyapunov exponents without yawing
motion

图 5 艏摇运动下转子⁃轴承系统的分岔图及最大 Lyapunov
指数

Fig.5 The bifurcation diagram of the rotor⁃bearing system and
it's largest Lyapunov exponents under yawing motion
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Lyapunov指数始终小于 0，可以判断系统表现为拟

周期运动；随着转速的提高，当 Ω0=2.25~2.6时，转

子系统位移变化较为剧烈，对比无艏摇运动影响下

的分岔图可以看出，不同于无艏摇时的周期 2运

动，在艏摇运动影响下，系统此时表现为拟周期特

性；随着转子转速的进一步提高，当 Ω0=2.61~3.53
时，系统此时依然表现为拟周期，但位移幅值有逐

渐变大的趋势，系统的最大 Lyapunov指数依然小

于 0；当 Ω0=3.54~3.6时，在艏摇运动、不平衡质量

及非线性油膜力共同作用下，系统最大 Lyapunov
指数大于 0，在此高转速下系统进入混沌状态，而

无艏摇运动影响时，系统此时表现为拟周期运动。

可以看出，在艏摇运动影响下，系统表现出更加丰

富的动力学特性。

图 6为在艏摇运动影响下，当系统参数 σ=3，
α=0.05，λ=0.2，A0=0.26，η=138.9 和 Ω0=0.7 时

转子系统的稳态响应。可以看出：轴心轨迹是由一

系列椭圆叠加而成，而左右两侧的轴颈轨迹则以 U
形或倒 U形在 y方向上做轨迹为椭圆的振荡运动，

对比 Ol与 Or轨迹可知，此时转子产生较大偏转，将

使转子受到油膜力矩作用，转子运动十分复杂；在

时域响应图中，系统在 y方向振幅较小且变化范围

不大，但随着 τ变化，位移变化较大，这说明此转速

下艏摇运动会对转子系统位移产生较大影响；在频

谱图中，艏摇引起的频率 f0占主要成分，此时艏摇

对转子的动力学特性影响起主导作用，不可忽略的

还有转子系统的工频 f及其倍频 2f和 3f，此外组合

频率（f0+f）/2，3（f0+f）/2的出现说明转子此时的

运动已经较为复杂，存在油膜半频涡动现象，并且

这种现象是由艏摇运动引起的；此时庞加莱截面为

封闭曲线，系统最大 Lyapunov指数为-0.009 7，可
以认为系统此时为拟周期运动。

图 7为在艏摇运动影响下，当系统参数 σ=3，
α=0.05，λ=0.2，A0=0.26，η=384.6 和 Ω0=1.9 时

转子系统的稳态响应。可以看出：此时 Ol，Or轨迹

与轴心轨迹呈现出一定的相似性，都为椭圆沿着 y
方向的叠加，但两侧轴颈的轨迹叠加范围均大于轴

心，这说明在艏摇运动下，转子相对轴瓦产生偏转，

但此时偏转相对图 6较小，可以判断随着转速提

高，转子相对轴瓦产生偏转减小；在时域响应图中，

转子在 y方向位移虽有随 τ缓慢变化的趋势，但是

也逐渐趋于稳定，振幅变化不大；在频谱图中，2f倍
频的继续出现说明此时系统具有同步运动特性，对

比图 6（e），组合频率（f0+f）/2的幅值降低说明系

统此时油膜半频涡动减弱，转子运动逐渐趋于稳定

状态；庞加莱截面表现为一条较短的线，此时最大

Lyapunov指数为-0.008 68，可以判断此时系统为

拟周期运动。

图 6 A0=0.26，η=138.9，Ω0=0.7时转子系统的稳态响应

Fig.6 The steady state response of the rotor system when A0=0.26，η=138.9，Ω0=0.7
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图 8 为在艏摇运动影响下，当系统参数 σ=
3，α=0.05，λ=0.2，A0=0.26，η=714.3和 Ω0=3.55
时转子系统的稳态响应。可以看出：此时转子 Ol，

Or轨迹及轴心运动轨迹都变得十分混乱，无规则可

循，在一些位置曲率变化极大；时域响应变化剧烈，

没有规律；频谱图中虽然还能看出组合频及倍频的

存在，但是由于大量谐波分量的出现，频谱已经处于

连续状态，此时艏摇运动影响下的非线性油膜力对

转子动力学特性起到了主导作用；庞加莱截面为分

布 在 椭 圆 区 域 内 的 点 集 ，最 大 Lyapunov 指 数 为

0.002 16，可以判断此时系统处于混沌运动状态。

3.3 艏摇幅值对系统动力学特性的影响

图 9所示为当系统参数 σ=3，α=0.05，λ=0.2，

图 8 A0=0.26，η=714.3，Ω0=3.55时转子系统的稳态响应

Fig.8 The steady state response of the rotor system when A0=0.26，η=714.3，Ω0=3.55

图 7 A0=0.26，η=384.6，Ω0=1.9时转子系统的稳态响应

Fig.7 The steady state response of the rotor system when A0=0.26，η=384.6，Ω0=1.9
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Ω0=2.29和 η=454.5时，求得的艏摇幅值 A0在 0~
0.4时转子⁃轴承系统的分岔图。在艏摇幅值A0的变

化区间内分岔图表现为“鱼尾”形的分岔特征。当艏

摇幅值较小即在 0附近时，转子位移较大，此时艏摇

对转子影响较小，系统动力学特性表现为周期 2；随
着 A0的增大，艏摇牵连惯性力的不断增大使得分岔

图中的上下 2支在 A0=0.14附近发生重合，系统动

力学特性表现为拟周期；当A0在 0.2~0.4时，系统位

移呈现出下降趋势，但其在 y方向上的振荡范围却

随着 A0的增大而增大，转子系统最终依然表现为拟

周期运动状态。

图 10 所 示 为 当 σ=3，α=0.05，λ=0.2，Ω0=
2.29，η=454.5和 A0=0.12时转子系统的稳态响应。

在此系统参数下，轴颈 Ol，Or轨迹及轴心轨迹表现

为一系列的椭圆在 y方向上的简单叠加，具有较为

明显的规律，虽然此时艏摇幅值相对较小，但艏摇运

动的存在依然使得转子发生偏转，两侧轴颈振幅比

轴心更大；其时域响应图的突出特点是其位移有微

弱减小趋势，但其振幅随 τ的变化有明显变大变小

现象；在其频谱响应中艏摇引起的频率分量 f0占据

主要成分，但是组合频率（f0+f）/2占据成分也较大，

此时非线性油膜力对转子影响不可忽略；庞加莱截

面表现为 2条弯曲线段，虽然此时对应艏摇幅值不

大，但依然使得系统表现为拟周期运动。

图 11 所 示 为 当 σ=3，α=0.05，λ=0.2，Ω0=
2.29，η=454.5和 A0=0.39时转子系统的稳态响应。

此参数下的轴心轨迹表现为在 y方向上明显的振

荡，与图 10（b）相比其振荡幅度有明显增大，此外Ol

轨迹延伸到 y轴负方向，Or轨迹则在 y轴正方向密

度更大，即随着艏摇幅值的增大，转子轴颈振幅变

大，转子相对轴瓦产生的偏转也更大；在频谱响应图

中组合频所占比重较图 10（e）有一定下降，但此参

数下各个波峰上明显存在谐波分量产生，这说明此

时系统处于较为复杂的运动状态；庞加莱截面为

2条交错曲线，综上判断系统此时动力学特性表现

为拟周期。

3.4 频率比对系统动力学特性的影响

图 12为当系统参数 σ=3，α=0.05，λ=0.2，Ω0=
2.29和 A0=0.26时，采用数值方法求得的频率比 η

图 9 艏摇幅值变化时转子⁃轴承系统的分岔图

Fig.9 The bifurcation diagram of the rotor⁃bearing system
with yaw amplitude

图 10 Ω0=2.29，η=454.5，A0=0.12时转子系统的稳态响应

Fig.10 The steady state response of the rotor system when Ω0=2.29，η=454.5，A0=0.12
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在 10~500时转子⁃轴承系统的分岔图。从图中可以

看出：当频率比 η较小时，即 η在 10~20时，受艏摇

频率影响，转子位移较大，随着 η不断增大，艏摇频

率对转子影响有减弱趋势，位移幅值迅速减小；当 η

大于 20时，受非线性油膜力影响，转子位移幅值又

逐渐增大，并且从局部放大图可以看出，分岔图在

η=66.4时分为上下 2支，系统此时受非线性油膜力

影响较大，表现为半速耦合涡动；当 η大于 70时，随

着转速比的不断增大，半速耦合涡动的情况消失，系

统位移表现为缓慢减小的趋势并最终趋于稳定。可

以认为：在图 12的系统参数下，艏摇运动在频率比 η

较小时会对转子⁃轴承系统的动力学特性产生更加

显著的影响；当频率比 η增大至 66.4时，系统出现半

速耦合涡动，这种非同频的耦合涡动行为，将使转子

系统振幅增大，造成系统运动失稳［18］；随着频率比 η

继续增大，转子运动逐渐趋于稳定。

图 13 为 当 σ=3，α=0.05，λ=0.2，Ω0=2.29，
A0=0.26和 η=16时转子系统的稳态响应。此时轴

心轨迹及轴颈轨迹表现为一些大小不一的椭圆的无

规律叠加，并且其曲率变化较快；时域响应变化较为

剧烈，并无明显规律；频谱图中虽能看出艏摇引起的

频率分量 f0及不平衡力引起的工频分量 f的存在，但

出现的大量谐波分量使得频谱已基本处于连续状

态；庞加莱截面为分布在一定区域内的不可数点集，

系统此时处于混沌运动状态。

图 14 为 当 σ=3，α=0.05，λ=0.2，Ω0=2.29，
A0=0.26和 η=66.4时转子系统的稳态响应。此时

系统轴心轨迹及轴颈轨迹均表现为大内 8字型运动

特征，这是一种典型的非同频涡动行为；由时域响应

可以看出，转子虽受艏摇影响在 y方向上存在一定

波动，但也表现出一定的规律性；频谱图中组合频率

（f0+f）/2波峰明显，所占比重较大，此外还有艏摇引

起的频率分量 f0、不平衡力引起的工频分量 f及其倍

频分量 2f等；庞加莱截面为分布在 2个区域内的点

集，可以判断系统在此频率比下动力学特性主要受

非线性油膜力主导，运动状态表现为拟周期。

图 12 频率比变化时转子⁃轴承系统的分岔图

Fig.12 The bifurcation diagram of the rotor⁃bearing system
with frequency ratio

图 11 Ω0=2.29，η=454.5，A0=0.39时转子系统的稳态响应

Fig.11 The steady state response of the rotor system when Ω0=2.29，η=454.5，A0=0.39
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4 结 论

1）艏摇运动会对转子⁃轴承系统动力学特性产

生显著影响，使转子进入复杂逆周期运动的转速提

前，在低转速时能够使转子相对轴瓦产生更大偏转，

随着转速的提高，偏转逐渐减弱但始终存在。

2）在一定系统参数下，随着艏摇幅值的增大，

转子由周期 2过渡为拟周期，转子振幅变大，相对轴

瓦产生的偏转也增大，转子运动受艏摇幅值影响逐

渐变得剧烈。

图 13 Ω0=2.29，A0=0.26，η=16时转子系统的稳态响应

Fig.13 The steady state response of the rotor system when Ω0=2.29，A0=0.26，η=16

图 14 Ω0=2.29，A0=0.26，η=66.4时转子系统的稳态响应

Fig.14 The steady state response of the rotor system when Ω0=2.29，A0=0.26，η=66.4
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3）在一定系统参数下，频率比变化过程中，半

速耦合涡动的出现使得分岔图出现波动，随着频率

比的增大，转子振幅总体呈现出减小趋势，艏摇运动

对转子系统运动影响逐渐减弱。
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