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基于低秩与稀疏分解的层合板损伤定位
∗

颜津玮， 曹善成， 徐 超
（西北工业大学航天学院 西安，710072）

摘要 针对基于结构振型参数的损伤定位方法抗噪性差、对微小损伤不敏感以及对多损伤识别性能低等问题，基于

振型低秩性与损伤分布稀疏性提出了一种复合材料层合板多损伤识别方法。首先，使用高斯⁃拉普拉斯算子

（Laplacian of Gaussian，简称 LoG）求解曲率模态；其次，利用鲁棒主成分分析提取曲率模态中损伤诱导产生的奇异

值进行损伤定位；然后，提出了一个鲁棒损伤定位指标用于融合多个曲率模态的损伤信息；最后，使用带损伤复合材

料层合板数值模拟与实验数据验证了方法的有效性。结果表明，该方法无需无损结构参考信息，便可准确地定位复

合材料层合板中多个小面积损伤。
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引 言

复合材料结构因其比强度高、可设计性强等优

点，在航空航天领域得到广泛应用，但在服役过程中

会产生损伤或性能退化，直接影响各有效载荷功能

的发挥。因此，迫切需要对复合材料结构开展损伤

识别以及健康监测，保证其服役期间的可靠性与安

全性［1⁃2］。在结构损伤识别方面，基于振动的识别方

法能同时提供全局和局部损伤特征，因而被广泛应

用于航天、土木与机械工程领域［3⁃4］。本研究主要讨

论一种基于结构特征挠度振型的损伤定位方法，这

里的结构特征挠度振型指的是具有结构空间挠度信

息的形变特征，如模态振型或工作振型。

在工程应用中，特征挠度振型的高阶导数对局

部损伤更为敏感，能有效放大损伤诱导的局部结构

形变［5⁃6］。然而，利用数值差分法计算特征挠度振型

的高阶导数的稳定性差，即使微小噪声也可能被成

倍放大，最终降低损伤识别的准确性［7］。因此，许多

学者常使用统计方法、平滑技术及小波变换等方法

来减少测量噪声对特征挠度振型及其导数的影

响［8⁃10］。Cao等［11］将复小波方法用于分析梁类结构

的曲率模态以实现多损伤的检测，并验证了该方法

的准确性与抗噪性。

除直接检测特征挠度振型或其导数的局部形变

外，另一类方法是基于损伤数据，利用拟合或低秩模

型构造无损结构的特征挠度振型，计算两者之间的

差异来进行损伤识别，即认为一个无损复合材料板

结构的特征挠度振型或其导数均是平滑的，或者说

当将其特征挠度振型或其导数的数据按照测量网格

上各点的顺序对应排列成一个数据矩阵时，这个矩

阵是一个低秩矩阵。刘伟等［12］等利用基函数拟合损

伤结构的曲率模态，从而构建健康状态的曲率模态

模型，利用两者差的绝对值来定位损伤。

在实际应用中，常难以获得无损结构的参考数

据，且测量的特征挠度振型易受到测量噪声的污染。

此外，单个特征挠度振型对损伤的敏感程度依赖于

损伤的位置，且存在损伤检测盲区［13］。针对这些问

题，笔者提出了一种基于三西格玛准则的不依赖参

考数据的复合材料结构多损伤识别方法。该方法可

高效提取曲率模态中的损伤信息，并基于三西格玛

准则对损伤信息进行标准化处理，进而融合多源损

伤信息构建本研究所提出的多损伤定位指标，提高

了多损伤识别的可靠性。

1 基本理论

1.1 基于高斯‑拉普拉斯算子的曲率模态计算

对于正交各向异性层组成的对称层合板，根据
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经典层合板理论，弯矩与板的挠度关系为
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其中：Mx为 x方向的弯矩；My为 y方向的弯矩；Mxy为

扭矩；w（x，y）为板在 z方向上的位移；弯曲刚度

Dij=
1
3 ∑k= 1

N

(Q̇ ij)
k
( z3k- z3k- 1 )，zk为第 k层单层板的中

心坐标，(Q̇ ij)
k
为第 k层单层板的刚度系数。

损伤改变了层合板的局部刚度，引起特征挠度

振型在损伤位置产生了局部形变，因此能够通过特

征挠度振型来进行损伤定位。在板的损伤识别中，

特征挠度振型的曲率对损伤更为敏感［11］。根据小斜

率假设，曲率模态能够近似为二阶偏导数，因此常使

用二阶中心差分法计算曲率模态。

使用二阶中心差分法计算曲率会严重放大噪声

的影响，降低损伤识别的有效性和准确性［14］。因此，

应在损伤识别之前去除测量噪声的影响，如高斯平

滑与小波变换等方法能够在不同空间尺度下对原始

振型参数进行处理，抑制振型参数的测量噪声和局

部细节信息，使得处理后的模态振型变得平滑。因

此，笔者使用高斯平滑方法对模态振型Φ（x，y）进行

处理，将模态振型 Φ（x，y）与给定尺度参数 σ的高斯

函数进行卷积，得

L ( x，y；σ )= Φ ( x，y ) ∗g ( x，y；σ )=

∫
-∞

+∞∫
-∞

+∞

Φ ( x- u，y- v ) g ( u，v；σ ) dudv
（2）

其中：σ为高斯函数的标准差；∗代表卷积算子；g（u，
v；σ）为一个高斯函数。

二维各向同性高斯平滑函数是旋转对称的，其

形式为

g ( x，y；σ )= 1
2πσ 2

e
- ( )x2 + y2

2σ 2 （3）

由于卷积积分的微分性质，使用拉普拉斯算子

来计算经过高斯函数卷积处理后模态振型 L（x，y；
σ）的曲率，等价于将原始模态振型 Φ（x，y）与高

斯⁃拉普拉斯算子进行卷积，可表示为

∇2L ( x，y；σ )=∇2Φ ( x，y) *g ( x，y；σ )=
Φ ( x，y) *∇2 g ( x，y；σ ) （4）

其中：∇2= ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y 2
为拉普拉斯算子。

通过使用高斯⁃拉普拉斯算子可以避免将二阶

中心差分法直接应用于模态振型Φ（x，y），模态振型

测量噪声的影响可以通过调节尺度参数 σ的大小进

行抑制。高斯⁃拉普拉斯算子为

∇2 g ( x，y；σ )=- 1
πσ 4 (1- x2 + y 2

2σ 2 ) e- ( )x2 + y2

2σ 2 （5）

1.2 鲁棒主成分分析方法

传统主成分分析方法易受数据中奇异值的影

响，难以有效提取损伤引起模态振型的空间形变特

征。因此，应研究如何基于损伤状态下的曲率模态

Φ ̎ d获得无损结构曲率模态 L和损伤诱导产生的局

部形变特征 S。在鲁棒主成分分析方法中，可以通

过 主 成 分 追 踪（principal component pursuit，简 称

PCP）、离群值追踪以及重复再加权最小平方法等不

同方法将 Φ ̎ d分解成一个低秩矩阵 L加上一个稀疏

矩阵 S［15］。基于 PCP方法，这个问题可以描述为

min
L，S
‖L‖ *+ ξ‖S‖1

s.t. L+ S=Φ ''d
（6）

其中：ξ为平衡参数；‖L‖ * 为矩阵 L 的核范数；

‖S‖1为矩阵 S的 l1范数。

Φ ̎ d在测量或计算时总是受到测量噪声的污染，

为确保稀疏矩阵 S的稳健性和精确性，应考虑噪声

对Φ ̎ d每个元素的影响，改进的式（6）为

min
L，S
‖L‖ *+ ξ‖S‖1

s.t. Φ ''d
p - L- S ≤ ε

（7）

式（6）中 的 约 束 被 松 弛 为  Φ ''d
p - L- S ≤

ε ( ε> 0 )，设 ξ为 1/ max ( )n1，n2 。这种凸优化算

法［16］有效地解决了鲁棒主成分分析方法的问题，使

其在人脸图像处理和背景建模领域表现优异［17］。

1.3 鲁棒多损伤识别指标

笔者利用计算得到的稀疏矩阵 S，提出了一种

基于三西格玛准则的鲁棒多损伤识别指标。首先将

每个测量点对应的 sij值视作随机值，再定义标准化

损伤指标为

s͂ ij= ( )sij- ṡ σs （8）

其中：ṡ与 σs分别为稀疏矩阵 S中所有项的均值和标

准差。

标准化的稀疏矩阵 S͂中非零元素可以定位损

伤，但因受测量噪声影响，其也包含了大量非损伤引

起的非零元素。为了去除这些非零元素，实现鲁棒

的损伤识别，笔者采用统计假设检验的方法来筛选
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数据。设零假设 H0为在第 l个测量点上不存在损

伤，其备择假设H1在第 l个测量点上存在损伤，此时

损伤识别的问题转化为了在某个显著性水平下接受

H1或拒绝 H0的概率问题。无损结构数据矩阵分离

得 到 的 稀 疏 矩 阵 S͂ 中 的 元 素 大 部 分 位 于 [ μ-
3σ S͂，μ+ 3σ S͂ ]的范围内，μ ( μ= 0 )和 σ s͂(σ s͂= 1)分别

为矩阵 S͂中所有项的平均值和标准差。位于此范围

之外的离群值散布于板的表面，但损伤的存在会导

致更多位于 [ μ- 3σ S͂，μ+ 3σ S͂ ]之外的离群值，且这

些 离 群 值 聚 集 于 损 伤 附 近 。 因 此 ，笔 者 取 [ μ-
3σ S͂，μ+ 3σ S͂ ] 之 外 的 离 群 值（s͂α 2 = μ+ 3σS，α =

0.002 7）用于损伤识别。

对于落在 | s͂ ij |< s͂α/2中的值，则认为这些值所位

于的测量点处没有损伤，故将对应的 s͂ ij 值设为 0。
因此，对某个确定的曲率模态，更新后的损伤指标为

s͂ ij=
ì
í
î

ïï

ïïïï

|| s͂ ij ( || s͂ ij ≥ s͂α 2 )

0 ( || s͂ ij < s͂α 2 )
（9）

对于 Nr阶曲率模态，定义一个鲁棒多损伤指

数为

DIij=
1
Nr
∑
r= 1

Nr

s͂r ij （10）

笔者使用特征挠度振型中典型的模态振型对鲁

棒多损伤识别方法进行说明，在实际中也可使用工

作振型来进行鲁棒多损伤识别。

2 数值模拟

数值模拟选用四边固支的 4层碳/环氧树脂复合材

料层合板，其尺寸为 0.6 m×0.6 m×0.01 m，每层厚度

相等，均为 0.002 5 m，铺层角度为（0°/90°/90°/0°）。材

料 具 体 参 数 如 下 ：E1 =109.34 GPa；E2=E3=
8.82 GPa；G12=G13=4.32 GPa；G23=3.20 GPa；v12=
v13=0.342；v23=0.520；ρ=1 500 kg/m3。在ABAQUS
中，使用八节点的连续壳单元对复合材料层合板进行

模拟计算。复合材料层合板被离散为 60×60×4个
单元，每个单元尺寸为 0.01 m×0.01 m×0.002 5 m，

并将板的四边固支。笔者分别对具有 1个分层损伤区

域的板件和具有 2个分层损伤区域的板件进行研究，

其有限元模型如图 1所示。

数值算例 1 中，损伤中心位置位于（0.30 m，

0.30 m）处，损伤区域面积为 0.08 m×0.08 m。数值

算例 2 中，2 个损伤中心位置分别位于（0.14 m，

0.30 m）和（0.46 m，0.30 m），面 积 均 为 0.08 m×
0.08 m。两个算例中，损伤均为复合材料层合板对

称面单侧方向上 0°与 90°铺层之间的分层损伤。

为了更好地模拟实际实验情况，以式（11）产生

的高斯白噪声施加于模态振型数据

Φ͂ r ( x，y )= Φr ( x，y )+ nn n levelσ (Φr ( x，y ))（11）
其中：Φr ( x，y )为第 r阶模态振型；x和 y为板平面上

的坐标；Φ͂ r ( x，y )为加噪声后的模态振型；nn为均值

为 0且方差为 1的正态分布的高斯白噪声；n level为设

置在［0，1］范围内的噪声水平参数；σ (Φr ( x，y ))为
第 r阶模态振型的标准方差。

将 n level=0.1% 的 高 斯 白 噪 声（ 信 噪 比 为

60.10 dB）施加于数值算例 1的第 11阶振型，然后分

别使用二阶中心差分法和尺度参数 σ=1，1.5，2的
高斯⁃拉普拉斯算子计算第 11阶振型在 x‑y平面上

的平均曲率，结果如图 2所示。

图 2表明，二阶中心差分法受测量噪声的影响

较大，而高斯⁃拉普拉斯算子在计算曲率模态时具有

良好的抗噪性能［18］。对比图 2（b，c，d），随着尺度参

图 1 复合材料层合板的有限元模型（单位：mm）
Fig.1 Finite element models of composite laminates (unit:

mm)

图 2 数值算例 1的 x‑y平面上的第 11阶振型平均曲率

Fig.2 The mean curvature on the x‑y plane of numerical ex⁃
ample 1 based on the 11th mode shape
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数 σ的增大，曲率模态趋于平缓，有效去除了测量噪

声的影响，但损伤诱导的特征也受到一定抑制。因

此，应选择合适的尺度参数以在抑制测量噪声的同

时保留损伤诱导的形状奇异点。对比图 2中各尺度

参数的性能，笔者使用尺度参数 σ=1.5的高斯⁃拉普

拉斯算子对模态振型进行处理。

基于第 11阶模态振型数据，分别使用传统主成

分分析方法和鲁棒主成分分析方法对数值算例 1进
行损伤识别［16］，结果如图 3所示。在图 3中，红色矩

形表示实际损伤区域。

实验结果表明：传统主成分分析方法对损伤区

域的定位效果较差，在损伤区域出现了 4个较大异

常值区且受噪声影响比较严重；而鲁棒主成分分析

方法可以准确地检测到分层损伤区域。此外，在

图 3（b）中，损伤识别结果受高斯⁃拉普拉斯算子尺度

参数的平滑影响，由原始正方形被平滑为近似圆形。

采用数值算例 1和 2中的第 10阶模态振型数

据，用鲁棒主成分分析方法进行损伤识别，结果如

图 4所示。图 4（a）仅能呈现数值算例 1中分层损伤

的损伤边界，这说明仅使用单一模态振型数据对复

合材料的分层损伤进行识别，无法得到稳定的损伤

识别结果。图 4（b）表明，仅使用单一的第 10阶模态

振型数据进行损伤识别，无法有效定位数值算例 2

中的多个损伤。因此，应综合使用多阶模态振型数

据的损伤信息进行鲁棒多损伤识别。

为此，利用 2个数值算例的第 10~15阶模态振型

数据来计算 1.3节提出的鲁棒多损伤指数。笔者在计

算前对第 10~15阶模态振型数据加入 n level=0.1%的

高斯白噪声污染，以更好地模拟实际实验情况。基于

鲁棒主成分分析的鲁棒多损伤识别结果如图 5所示，

准确地识别出 2个数值算例中的分层损伤区域，证明

了笔者提出的鲁棒多损伤指标的有效性。此外，更改

数值算例 1中的损伤大小进行计算，结果表明，在信噪

比为 60.10 dB的条件下，鲁棒多损伤识别方法最小能

够识别层合板总面积 0.25%大小的分层损伤。

3 实验验证

为了在实际应用中验证鲁棒曲率模态计算方法

和鲁棒多损伤指数的可靠性，使用 Katunin等［19］所

给出的实验数据进行测试。

实验采用图 6所示的 3种含不同损伤的试件，均

是尺寸为 300 mm×300 mm×2.5 mm的 12层玻璃

纤 维 增 强 环 氧 基 复 合 材 料 层 合 板 ，铺 层 为

［0°/60°/―60°2/60°/0°］s，分别含有如下损伤：①裂

纹损伤，损伤宽度为 1 mm，损伤深度为 0.5 mm；

②正方形区面损伤，损伤深度为 0.5 mm；③多损伤，

含 1个线形域损伤及 2个面损伤，损伤深度均为

0.5 mm。试件均采用四边固支，测量区域大小为

250 mm×250 mm。

应用高斯⁃拉普拉斯算子计算曲率，基于鲁棒主

成分分析方法分别采用 3个实验案例中的第 2阶模

态振型数据进行损伤定位，结果如图 7所示。由图

可知，仅使用单一的第 2阶模态振型数据进行损伤

识别，无法有效定位实验案例的所有损伤位置。为

了克服此缺点，应使用更多不同阶的模态振型数据

来提供损伤识别信息，从而覆盖所有的测量区域。

图 3 数值算例 1第 11阶模态振型的损伤识别结果

Fig.3 Damage detection results based on the 11th mode
shape of numerical example 1

图 4 基于第 10阶模态振型的损伤识别结果

Fig.4 Damage detection results based on the 10th mode
shape

图 5 基于鲁棒主成分分析的鲁棒多损伤识别结果

Fig.5 Multi⁃damage detection results based on robust princi⁃
pal component analysis
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为了验证这一思想，将第 1~5阶模态振型中损伤信

息组合起来，形成一个鲁棒多损伤指数。基于鲁棒

主成分分析的 3个实验案例的鲁棒损伤识别结果见

图 8。结果表明，由第 1~5阶模态振型得到的多损

伤指数是鲁棒的，并且能够对 3个实验案例的损伤

区域有效地进行定位。

综上，在工程应用中损伤的相关信息是未知的，

需使用鲁棒多损伤指数对多阶模态振型的损伤信息

进行综合，以提高损伤识别的识别能力和精度。

4 结 论

1）与传统的二阶中心差分法相比，高斯⁃拉普

拉斯算子在曲率计算中具有更强的抗噪性。

2）与传统主成分分析方法相比，鲁棒主成分分析

方法能更有效地提取振型中损伤诱导的局部奇异点。

3）本研究中鲁棒多损伤指标综合使用多阶模

态振型数据的损伤信息，对各种可能的损伤位置都

具有敏感性，且能够将复合材料的损伤完整呈像，证

明了鲁棒多损伤指数的有效性。
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