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摘要  基于声子晶体的能带结构理论，结合弹性波动方程与 Bloch 定理建立结构单胞的动力学方程，研究负泊松比

星型周期格栅结构的面内纵向振动与面外弯曲振动的带隙特性，发现其存在丰富的禁带特性，且在较低频率范围内

存在稳定的宽大带隙。对比了 2 种振动模式的能带结构，研究了内凹夹角、长细比等几何参数对结构等效弹性参数

与带隙特性的影响，并分析了带隙频率处单胞的振动模态。研究结果表明：星型格栅中存在 2 种振动都被抑制的完

全带隙；内凹夹角和斜梁的几何参数是影响低阶带隙的关键；旋转共振模态的出现导致最低带隙处简并态的打开。

星型周期格栅结构的这些带隙特性使其在工程减振降噪中具有潜在的价值。
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引　言

弹性波在周期介质中传播时会存在弹性波带

隙，这类存在弹性波带隙的周期性介质被称为声子

晶体［1‑3］。周期格栅结构作为一种性能优越的周期

性结构在航空航天、舰船机械等工程实践中存在广

泛应用［4］，同时周期格栅结构中弹性波的传播特性

也受到国内外学者的关注与研究［5‑14］。Ruzzene 等［5］

利用有限元与 Bloch 定理研究了 2 维六边形晶格周

期结构的波传播带隙特性和波传播的方向性，并以

宽带隙和定向性为目标优化了结构设计。 Phani
等［12］从单胞结构构型出发，利用 Floquet‑Bloch 原理

研究了 4 种典型 2 维周期格栅结构（六边形格栅、

Kagomé 格栅、三角形格栅以及正方形格栅）中平面

波的传播特性。黄毓等［13］研究了米字形、反六边形

及钻石形等 7 种典型拓扑构形格栅材料的带隙性质

与弹性波在其中的局部衰减特性，分析了材料微结

构几何参数对带隙性质的影响规律。

一般格栅结构难以产生带隙，但在结构中引入

手性共振单元可以获得具有较宽带隙的双负材料参

数的超材料［6， 15］。负泊松比材料相对一般材料具有

拉胀、同向曲率及吸能效果好［16‑18］等优点，其中星型

周期结构作为一种负泊松比结构［19‑20］，其弹性波传

播特性引起了学者们的关注。贠昊等［20］采用有限元

方法并结合 Bloch 定理来分析弹性波在星型节点周

期结构蜂窝材料内部传播的带隙问题。Meng 等［21］

从星型蜂窝的等效力学性能和带隙特性两方面对星

型蜂窝进行了分析，发现当泊松比为负值时，带隙频

率较低且带隙宽度稳定。Tang 等［22］研究了星型蜂

窝状周期结构基体中不同填充材料及填充方式对波

传播的影响，发现外填充星型蜂窝具有最佳的自准

直效果。Chen［23‑24］等利用星型超材料的带隙特性及

双负折射率特性设计了一种能够实现水中声聚焦的

超透镜。

笔者对负泊松比星型格栅结构振动传播时的频

率带隙问题进行了研究，同时分析了其面内振动与

面外振动 2 种模式下的带隙特性。根据 Bloch 定理，

利用 COMSOL 有限元软件，首先，分析其面内纵向

振动与面外弯曲振动的能带结构及振动传输特性，

发现其在较低频率范围内有着稳定的宽大带隙；其

次，2 种振动模式的联合分析发现其存在纵向振动

波与弯曲振动波都难以传播的完全带隙；最后，探讨

此星型结构单胞的等效弹性模量与等效泊松比随结

构几何参数的变化趋势，同时研究纵向振动与弯曲

振动各带隙边界随几何参数变化的规律。研究结果

为星型格栅结构在工程中的实际应用提供指导。
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1 星型结构建模与带隙分析

1.1　星型结构的动力学模型　

图 1 为 2 维星型周期格栅结构及其单胞示意图，

如图 1（a）所示的单胞［23］沿（x，y）方向周期延拓，并以

正方晶格方式排列，得到整个周期结构图 1（b）。在

格栅单胞中，4 条连接直梁的长度为 L1，梁宽为 t1；构
成星型箭头的 8条斜梁的长度为 L2，宽为 t2；直梁与斜

梁 间 的 夹 角 为 θ，此 时 结 构 的 晶 格 常 数 为 a=
2 [ L 2 sin ( )θ- 45° /sin ( )45° + L 1 ]。设格栅单胞沿

z轴方向的出平面厚度为 h，同时为保证结构的合理

性存在，几何尺寸间存在约束条件，即 L 2 cos θ< L 1。

表 1 为 2 维星型格栅单胞的 Brillouin 区及其顶点坐

标，其中阴影部分为不可约 Brillouin区。

对于各向同性的线弹性固体，不计体力的情况

下，其 Navier's 方程为

ρü- [ μ∇2u+ ( λ+ μ) ∇ ( ∇u ) ]= 0 （1）

其 中 ：λ，µ 为 Lame 常 数 ，λ= Eν ( )1 + ν ( 1 - 2ν )，
μ= E 2( )1 - ν ，E为弹性模量，ν为泊松比；ρ为材料

密度；∇ 为 Hamilton 微分算符；u为位移场矢量。

本构方程为

σ= Dε= λ ( ∇u ) I+ 2με （2）
其中：σ，ε分别为应力和应变张量；I为单位张量；D

为弹性张量。

结合 Floquet‑Bloch 定理，在晶格周期性介质中

传播的弹性波是按晶格周期调幅的平面波，即 Bloch
波。对于星型周期格栅结构，其位移场可以表示为

u ( r ) = ei( )kr- ωt uk( r ) （3）
其中：ω为圆频率；r为位置坐标；k为限制在第一

Brillouin 区内的波矢。

由 Bloch 定理，2 维无限周期结构中任一单胞内

的任一点位移 u p 都可以用参考单胞内对应点的位

移 u0 表示，即

u p = u0 erp g （4）
其中：rp，g分别为此单胞相对参考单胞在格矢空间

与倒格矢空间的位置。

研究无限周期结构各个自由度的振动，只需研

究某个参考单胞内的位移即可，同时对于星型单胞，

其上下、左右边界处还存在周期性边界条件，即

u ( r+ a ) = ei( )ka u ( r ) （5）
其中：a为晶格常数的矢量。

uk( r ) 是与 r有关的周期函数，其周期与晶格参

数的周期相同。将式（3）、式（5）代入式（1），再通过

标准有限元离散，就可得到单胞的动力学控制方

程，即

( K- ω2M ) u= 0 （6）
其中：K，M 分别为单胞整体的刚度矩阵和质量

矩阵。

K，M与波矢 k相关，因此给定单胞第一 Brill‑
ouin 区内的波矢 k，就可以求得不同波矢对应的特征

频率，得到表述结构色散关系的能带结构图。笔者

将基于有限元分析软件 COMSOL 中的结构力学物

理场下的板模块，实现对结构特征频率与能带结构

的计算。

1.2　面内纵向振动能带结构分析　

图 2 为 2 维星型格栅结构的纵向振动能带结构

图 1　2 维星型周期格栅结构及其单胞示意图

Fig.1　Two-dimensional star-shaped periodic grid structure 
and its unit cell

表 1　2维星型格栅单胞的 Brillouin区及其顶点坐标

Tab.1　Brillouin zone and vertex coordinates of two⁃
dimensional star⁃shaped grid 's unit cell

简约 Brillouin 区 基矢与不可约 Brillouin 区顶点

b1 = 2π
a

( 1,0),b2 = 2π
a

( 0,1)

Μ= π
a

( 1,1),Χ= π
a

( 1,0)
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与传输特性曲线。在板模块中，建立 2 维星型格栅

单胞结构，取 L1=L2=2 cm，t1=t2=0.2 cm，θ= 70°，
h=0.02 cm，结构材料为铝，密度 ρ1 = 2 730 kg/m3，

弹 性 模 量 E 1 = 7.76 × 1010 Pa，泊 松 比 ν1 = 0.352。
研究结构的面内纵向振动时，限制板的出平面位移，

只保留板的面内位移，同时设置周期性边界条件，并

使得波矢 k扫描单胞的不可约 Brillouin 区边界，计

算不同 k值对应的结构特征频率，最后得到能带结

构如图 2（a）所示。

由图 2（a）可以看到，前 10 阶能带曲线中，出现

了 3 个频率带隙，分别在第 4 与第 5 阶、第 6 与第 7
阶、第 8 与第 9 阶之间。3 个带隙的频率范围分别为

3 621~4 393 Hz，5 770~5 912 Hz及6 963~15 469 Hz，
其中第 3 带隙的宽度最大，为 8 991 Hz。频率带隙

的出现意味着特定频率内的弹性波将无法在结构中

传播，因此有更多低频带隙、宽大带隙的产生使得星

形格栅周期结构在工程中的应用更具优势。

图 2（b）为有限元法计算 10×10 个星型格栅有

限周期结构得到的传输特性曲线。几何参数与上述

参数相同，采用 3 维有限元结构，2 维星型格栅结构

有限元模型如图 3 所示。在星型格栅结构左侧所有

节点上施加水平方向的单位幅度加速度简谐激励，

激励频率由 0~16 kHz 步进变化，并在右侧节点上

拾取频率响应。传输特性 T为

T= 20lg X
X 0

（7）

其中：X，X0分别为响应和激励通过 Fourier变换得到

的与频率有关的物理量，其可以是位移、速度或加

速度。

由图 2（b）可以看出，在 0~16 kHz间存在 3 个振

动带隙，其频率范围与能带结构中带隙得到较好吻

合，且纵向波在第 3 带隙中的衰减最为明显，表明了

面内纵向波动在结构内的传播受到显著阻碍。

1.3　面外弯曲振动能带结构分析　

在板模块中建立薄板模型，星型结构几何参数

与 1.2 节相同，研究格栅薄板的面外弯曲振动特性。

在 COMSOL 有限元软件中建立的结构模型，其能

带结构中同时包含了板内的纵向振动与弯曲振动，

根据面内纵向振动能带结构的分析结合格栅薄板的

模态分析，可以分离出格栅薄板的弯曲振动能带结

构，再结合格栅薄板的弯曲振动传输特性曲线，从而

能够准确直观地实现对星型格栅结构的弯曲振动带

隙分析。图 4 为 2 维星型格栅结构的弯曲振动能带

结 构 与 传 输 特 性 曲 线 。 由 图 4（a）可 知 ，在 0~
4 500 Hz 频率范围内，星型格栅结构的面外弯曲波

动有 5 个完全带隙，其中第 3、第 4 和第 5 带隙为宽大

带隙 ，其带隙频率范围分别为 1 330~2 169 Hz，
2 442~3 141 Hz 和 3 519~4 282 Hz。图 4（b）为有

限元法计算 10×10 个有限周期结构弯曲振动的传

输特性曲线，其结果与能带结构相互吻合印证。

图 3　2 维星型格栅结构有限元模型

Fig.3　Finite element model of two-dimensional star-shaped 
grid structure

图 2　2 维星型格栅结构的纵向振动能带结构与传输特

性曲线

Fig.2　Band structure and transmission characteristics curve 
of two-dimensional star-shaped grid structure's longitu‑
dinal vibration
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在对格栅薄板的弯曲波能带结构分析时发现，

格栅薄板中存在纵向波与弯曲波都无法传播的弹性

波禁带。图 5 为 2 维星型格栅结构的纵向及弯曲振

动能带结构。由图可知，全带隙频率范围为 3 621~
4 282 Hz。这意味着在此带隙频率范围内，无论是

面内的纵向振动波还是面外的横向弯曲波都很难在

此结构中传播。4 kHz 激励下星型格栅结构的位移

响应如图 6 所示。其中：图 6（a）为星型格栅结构左

侧水平作用位移激励时的结构位移响应，为方便观

察 ，面 内 水 平 位 移 的 大 小 采 用 高 度 形 式 表 示 ；

图 6（b）为结构中心垂直作用位移激励时的结构位

移响应，激励频率均为 4 kHz。由图可以看出，格栅

薄板的振动只局限于激励处，其他位置处的振动因

弹性波的大幅衰减而得到较好的抑制。因此，星型

格栅结构在不借助其他外部设备的情况下，仅仅依

靠自身的结构设计，达到了在特定频率下减振降噪

的效果，具有重要的意义。

2 结构参数对带隙结构的影响

星型格栅结构作为一种负泊松比结构，存在弹

性波带隙，其带隙范围将随着结构的几何与材料参

数变化而发生变化。本节研究结构几何参数对带隙

的影响规律以期为在工程应用中的结构设计提供参

考。几何参数包括内凹夹角 θ、斜直梁长比 α=
L 2 L 1 及长细比 β= t2 L 1，其中 α，β为无量纲参数。

2.1　几何参数对结构弹性系数的影响　

已有学者研究了负泊松比材料弹性模量与泊松

比的数值变化［18‑19，25］。笔者基于 COMSOL 有限元

软件，在星型结构单胞中施加沿 x轴正方向的轴向

图 4　2 维星型格栅结构的弯曲振动能带结构与传输特

性曲线

Fig.4　Band structure and transmission characteristics curve 
of two-dimensional star-shaped grid structure's band‑
ing vibration

图 5　2 维星型格栅结构的纵向及弯曲振动能带结构

Fig.5　Band structure of two-dimensional star-shaped grid 
structure's longitudinal vibration and banding vibration

图 6　4 kHz激励下星型格栅结构的位移响应

Fig.6　Displacement response of star-shaped grid structure 
under 4 kHz excitation
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拉力，记录此时结构的 x方向轴向变形 Δx与 y方向

的变形 Δy，并由式（8）、式（9）计算得到单胞结构的

等效弹性模量与等效泊松比，即

E= σ
ε

= F S
Δl l （8）

νxy = - εx
εy

= -
Δy y
Δx x （9）

由于星型结构的对称性，有 Ex = Ey = E，νxy =
νyx = ν。 图 7 为 星 型 结 构 的 等 效 弹 性 模 量

E* = E E 1 与等效泊松比 ν随几何参数变化曲线。

由图 7（a）可以看出：星型单胞的结构等效弹性模量

随夹角 θ增大逐渐降低，而等效泊松比则逐渐上升；

在其他几何参数确定的情况下，结构在 50° ≤ θ≤
72° 时具有负的等效泊松比，即此时的结构具有拉

胀、同向曲率等特性。由图 7（b，c）可以看出：当角

度为 70°时，等效泊松比随斜直梁长比 α的增大而增

大，随长细比 β的增大而减小，但均为负值，且在

α> 1.5 时增长变得缓慢；弹性模量的变化则相反。

因此，相对于其他几何参数，夹角 θ对等效泊松比的

影响较大；弹性模量的增大或减小意味着星型格栅

结构将会具有更高或更低的特征频率或带隙结构。

2.2　几何参数对带隙结构的影响　

星型格栅结构纵向振动带隙随几何参数的变化

如图 8 所示。由 2.1 节的分析可知，结构的第 1~3 带

隙，分别产生于能带结构色散曲线中的第 4 和第 5
阶、第 6 和第 7 阶、第 8 和第 9 阶之间。由图 8（a）可

知：格栅结构面内纵向振动的第 1 带隙在 θ为 55°时
出 现 ，在 80° 时 消 失 ，且 在 61° 时 取 得 最 大 值 为

1 185 Hz；在研究范围内，第 2 带隙仅在 55°~57°，

67°~94°时存在，且其带隙宽度相对较小，最大带宽

在 55°时取得，带宽大小为 986.3 Hz；第 3 带隙为宽

大带隙，在所研究的角度范围内一直存在且相对稳

定，相对稳定的带隙分布使星型格栅结构更具工程

应用价值。α，β的变化对第 3 带隙中间频率及带隙

宽度的变化有非常大的影响，这在图 8（b，c）中可以

看出。带隙中心频率的变化与单胞结构等效弹性模

量的变化有关，受结构参数的影响，当等效弹性模量

增大（或减小）时，则带隙边界频率整体呈现增大（或

图 7　等效弹性模量和等效泊松比随几何参数变化曲线

Fig.7　Equivalent elastic modulus and equivalent Poisson's ratio curves vary with geometric parameters

图 8　星型格栅结构纵向振动带隙随几何参数变化

Fig.8　Band gaps of star-shaped grid structure's longitudinal vibration vary with geometric parameters

325



振  动、 测 试 与 诊 断 第  43 卷  

减小）的变化趋势，在图 8（b）中，当 θ= 70° 时，前 3
条带隙在 1 ≤ α≤ 2.3 时全都存在，且带隙频率随 α

增大逐渐减小，这与星型结构单胞的等效弹性模量

的减小有关。图 8（c）表明在研究范围内，星形结构

单胞在不同梁长细比下，均有带隙出现，且带隙的位

置随其增大而上升。

图 9 为不同角度时的能带结构对比图。其中：

在 θ= 80° 时，第 4 和第 5 阶色散曲线在 Brillouin 边

界点M处相交形成简并态，同时第 1 带隙关闭；在

θ= 65°时，简并态打开，形成第 1 带隙区域。此简并

态的形成和打开与结构的振动变形模式有关。图

10 为能带结构中M点处第 4 和第 5 阶特征频率处所

对应的振动模态。

由图 10（a，b）可以看出：在 θ= 65°时，结构的等

效泊松比为负值，其第 4 阶振动模态以格栅面内各

个梁的弯曲变形为主，而第 5 阶振动模态显示出负

泊松比星型格栅单胞的拉胀特性，直梁向两端拉伸，

斜直梁间夹角变大，整个星型格栅单胞向外扩大，以

单胞结构的旋转共振模态为主；在 θ= 80° 时，结构

泊松比为正值，其第 4 阶、第 5 阶模态相同，均与 θ=
65° 时第 4 阶模态相似，以各个梁的弯曲变形为主，

同时表现出单胞向某个方向的整体弯曲变形。因

此，星型格栅单胞振动模态的改变，主要是带隙边界

频率处旋转共振模态的出现与消失，是导致第 1 带

隙处简并态的打开与关闭的原因；而第 2、第 3 带隙

上下边界频率处的振动变形均以梁在面内的弯曲变

形为主。

星型格栅结构的弯曲振动带隙随几何参数的变

化如图 11 所示。由图 11（a）可知：在所研究范围内，

随着夹角 θ的增大，弯曲振动带隙的第 1 带隙缓慢而

稳定地下降，第 2 带隙在缓慢增长到 60°后逐渐下

降，并在 80°后消失；第 3，4 带隙作为弯曲振动的宽

大带隙，其中间频率位置在 60°之前分别上升和下

降，而后整体上均呈逐渐下降趋势，且第 3 带隙宽度

在 65°时达到最大值 906.1 Hz，第 4 带隙在 60°时达到

最大值 944.7 Hz。由图 11（b）可知，随着斜直梁长比

α的增大，4 个禁带中间频率整体有明显下降，更易

产生低频弯曲振动禁带。由图 11（c）可知：第 3，4 弯

曲波带隙中间频率在长细比 β< 0.05 时上升较快，

而后保持较为稳定的增长；第 3 带隙宽度在 β= 0.05
时达到最大值 1 198 Hz，之后带宽逐渐变小；第 4 带

隙宽度经历了减小、增大再减小的波动，在 β= 0.15
时宽度为 850 Hz，而此时弯曲波前 4 个带隙均存在，

且 4 个带隙总宽度最大，为 1 857 Hz，即在 0~3 500 
Hz 间有约 53% 的频率区域存在带隙。图 12 为星型

结构单胞的前 2 阶带隙边界处弯曲振动模态，可以

发现，带隙下边界的振动模态以直梁的弯曲振动为

图 9　不同角度时能带结构对比图 (L1=L2=2 cm，t1=t2=
0.2 cm)

Fig.9　Band gaps comparison under the different degree (L1=
L2=2 cm，t1=t2=0.2 cm)

图 10　星型格栅结构单胞在M点处第 4 和第 5 阶振动模态

Fig.10　The 4th and 5th vibration modes of the star-shaped 
grid structure’s unit cell on the point M
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主，而带隙上边界的振动模态以斜梁的弯曲振动为

主，其中图 12（d）的振动模态显示了负泊松比星型

结构的同向曲率弯曲特性。

3 结束语

本研究对负泊松比星型格栅结构中弹性波传播

的频率带隙问题进行了研究，分析了面内和面外

2 种振动模式下的色散关系。通过分析其面内纵向

振动与面外弯曲振动的能带结构及振动传输特性，

发现其具有丰富的禁带特性，在较低频率范围内有

着稳定的宽大带隙。 2 种模式的联合分析对比显

示，星型格栅存在纵向振动波与弯曲振动波都难以

传播的完全带隙，这意味着无论是面内的纵向激励

还是面外的横向激励都将局限于激励端处，实现控

制振动位置与减振降噪的作用。对此星型结构单胞

的等效弹性模量与等效泊松比随结构几何参数的变

化趋势进行了分析，发现内凹夹角对泊松比影响最

大，并且角度变化引起的单胞旋转共振模态是面内

纵向振动的最低带隙简并处的开关。同时研究了纵

向振动与弯曲振动各带隙边界随几何参数变化的规

律，为星型格栅结构在工程中的实际应用提供指导。
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