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摘要  为了计算齿轮可靠度，针对磨损失效和疲劳失效 2 种常见的失效方式，分别建立了失效概率模型，在此基础

上计算出可靠度，并考虑了服从泊松过程的冲击对磨损和接触应力的作用。磨损采用累积磨损的形式，建立了磨

损⁃磨损阈值干涉模型。接触疲劳失效考虑随机强度退化，建立了动态强度⁃应力干涉模型。以某矿用挖掘机提升

减速器中的齿轮为研究对象进行可靠性分析，对模型和方法进行验证，得到了考虑冲击作用的 2 种失效模式竞争的

齿轮可靠度计算结果，分析了不同冲击参数下可靠度值。结果表明，模型对于估计寿命、材料选取等工程问题有一

定的参考价值。
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引  言

齿轮传动在工业设备中有着广泛的应用，齿轮

存在多个失效模式：接触疲劳、表面磨损及过载断齿

等，需要对齿轮可靠性进行正确评估。有研究者通

过建立干涉模型来预测齿轮的可靠度，通过处理

2 个具有相同量纲的随机变量的干涉来分析可靠

性［1］，例 如 强 度⁃应 力 干 涉（stress⁃strength interfer⁃
ence，简称 SSI）模型中，当强度大于应力时，齿轮即

为正常工作［2］。干涉模型以其形式简单、计算方便

及预测准确的特点而被广泛使用。

许多研究者通过分析实际条件，基于 SSI 模型

建立了合适的可靠度分析模型［3⁃8］。传统的 SSI模型

没有反映随机载荷作用次数对可靠度的影响，不能

计算载荷作用次数任意次时的可靠度。冯海生等［9］

研究了不同工况冲击下的啮合力变化，发现存在很

大的冲击时会影响可靠性。文献［10⁃13］考虑了

2 个相互关联的失效过程：①由连续的退化和冲击

过程引起的突然退化破坏共同引起的软失效；②由

服从同一冲击过程的突然应力引起的硬失效，假设

冲击会造成突然的退化。文献［12，14］提出了退

化⁃阈 值⁃冲 击（degradation⁃threshold⁃shock，简 称

DTS）模型。文献［15⁃16］基于 DTS 模型对存在冲

击的系统进行建模。DTS 等模型均是以电子器件

等产品为对象，相比于此，齿轮的工作环境更加复

杂，齿轮的内部变化更加难以预测。

关于齿轮磨损的计算，冯伟等［17］根据能量损耗

建立了齿轮磨损与振动的模型和计算方法，认为磨

损与振动高度相关。李小彭等［18］基于分形理论建立

了接触式机械的磨损模型，研究了微观形貌与磨损

的关系，并得到了磨损率的计算方法。Shen 等［19］运

用 Archard 齿轮磨损方程计算齿面磨损深度，从理

论上推导了考虑齿面磨损的修正啮合刚度的解析表

达式。Brandão 等［20］通过微孔实验中的表面磨损验

证了 Archard 模型的可靠性。顾冰芳［21］提出了一种

用精度法确定齿轮磨损寿命的方法，这对于许用磨

损量的确定有所帮助。

笔者提出基于条件概率和分段处理的 SSI 模
型，以及基于固体磨损理论和赫兹接触理论推导出

的磨损量来建立磨损⁃磨损阈值干涉模型，磨损阈值

通过精度法［21］来确定。这是 2 种常见的齿轮失效模

式，通过 2 种模型得出的结果相乘来预测齿轮实际

的可靠度，计算结果的准确性将通过蒙特卡洛法来

进行验证。

1 模型假设

为了简化描述实际复杂的工作状态，本研究关
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于模型的假设如下：

1） 假设工作载荷产生的应力 S0（t）和强度退化

Q（t）均为与时间有关的表达式，式中存在的参数是

服从某一随机过程的随机变量，且在统计上独立；

2） 冲击在一定时间间隔内的作用次数服从强

度为 λ（t）的泊松过程，每次冲击产生的应力幅度 Si
（i=1，2，···）服从均值为 μs、方差为 σs的正态分布，

冲击主要由外负载波动产生；

3） 假设冲击每次对齿轮造成的磨损相同，为一

常数，且每次造成的磨损均不可逆。

2 分段强度‑应力干涉模型

2.1　应力模型　

对于一个给定工作状态的齿轮，假设应力 S（t）
服从一个统计随机过程，则应力实际等于工作载荷

产生的应力与冲击造成的应力之和。在时间为 t
时，其表示为

S ( t )=
ì
í
î

S0 ( i= 0 )
S0 + Si ( i= 1，2，… )

（1）

其中：S（t）为工作载荷和冲击共同造成的应力变化；

S0为初始应力；Si为第 i次冲击引起的应力；i为冲击

作用次数的具体值。

2.2　冲击作用分段模型　

干涉模型的定义为：当应力小于强度时，齿轮视

为有效。在传统的干涉模型中，齿轮的可靠度计算

公式［2］为

pr( t ) = P (Q> S ) =∫
0

∞

FS ( q ) fQ ( q ) dq=

∫
0

∞

( )1 - FQ( )s fS( )s ds （2）

其中：FS( s )和 fS( s )分别为应力 S的累积分布函数和

概率密度函数；FQ (q)和 fQ (q)分别为强度 Q的累积

分布函数和概率密度函数。

考虑到冲击的作用过程是一个离散的过程，笔者

提出一种采用分段处理的计算方法。分段是基于冲击

作用服从泊松分布，因为泊松分布计数过程具有平稳

独立增量，其有如下特点：如果一个计数过程服从泊松

分布，那么任一时间段，计数过程仍服从泊松过程。

计算 T时刻的可靠度 pr (T )，将 T平均拆分为 K

段，每一段的时间间隔为∆t，三者的关系为

K= T/Δt （3）
因为强度和应力均会随时间发生变化，为了使

结果更精确，所以需要保证每一时间段内发生的次

数在 0，1，2 之间。根据泊松分布的性质，当泊松强

度在 0.6 左右时，发生次数会集中在 0，1，2 之中，其

他发生次数的概率会很低，因此需要使 λ（t）Δt的值

保持在 0.6 左右，以此来确定∆t的取值。

在∆ t时间段内，根据条件概率，得到可靠度计

算公式为

pr = ∑
i= 0

∞ ( )P ( )Q ( )t > S |( )t N ( t )= i P ( )N ( t )= i

（4）
其中：Q（t）为强度；S（t）为应力值；t为这个冲击作用

的时间；N（t）为冲击的作用次数随时间的函数。

N（t）服从泊松分布，表示为

P ( N= i ) = ( )λΔt i

i！
e-λΔt （5）

如果 T时刻齿轮仍未失效，则每一个时间段都

要未失效。假设每一段的可靠度相互独立，所以 T
时刻可靠度为每一小段的可靠度相乘，即

pr (T )=

∏
k= 1

K

( ∑
i= 0

∞

( P (Q ( t )> S ( t ) |N= i ) P ( N= i ) ) ) （6）

在第 k段时间间隔内，时间 t的表达式为

t= kΔt （7）

3 磨损‑磨损阈值干涉模型

3.1　磨损阈值模型　

磨损一般由磨损量来量化表示，有些研究用磨

损体积表示，本研究采用磨损深度来表示磨损量。

齿轮表面的磨损量会影响齿轮的精度，当齿轮

的精度不符合要求时，会造成振动、噪声及传动误差

等不良影响。顾冰芳［21］提出了一种以精度法确定

磨损寿命的方法，笔者用规定的精度来确定干涉模

型中的磨损阈值，即

[ h ]= rbΔθ （8）
其中：［h］为磨损阈值；rb为齿轮的分度圆半径；Δθ为
精度。

这里的精度并不是工件生产要求中的公差概

念，而是一种确定失效磨损阈值的方法。

3.2　持续磨损情况　

目前对磨损量的计算并不统一，一般是根据需

求而采用不同的方法。笔者采用文献［21］中根据

固体磨损理论和赫兹接触理论推导出的磨损量算
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式，该磨损量为接触面法向线磨损量，和齿面法向载

荷有直接关系。根据齿轮接触力学模型得出齿面法

向线磨损量［21］为

h= In Snt （9）
其中：h为法向线磨损量；In为齿轮的磨损特性系数，

其和齿面硬度、材料以及环境条件等因素有关，由实

验确定；n为转速；t为时间；S为滑动摩擦距离。

结合赫兹理论求得 S的表达式为

S= 2μ 4Fn

πB
ρ1 ρ2

ρ1 + ρ2
( 1 - γ2

1

E 1
+ 1 - γ2

2

E 2
)（10）

其中：B为轮齿宽度；ρ1，ρ2分别为齿轮啮合点的曲率

半径；E1，E2分别为两齿轮的弹性模量；γ1，γ2分别为

两齿轮的泊松比；μ为啮合处的滑动系数；Fn为齿面

法向载荷。

除了法向载荷，其他变量都和齿轮的尺寸或者

材料有关，因此可将其视为常量。法向载荷为

Fn = 2 000T
d cos α X （11）

其中：T为齿轮收到的扭矩；d为分度圆直径；α为压

力角；X为载荷分配系数，由实验得出。

笔者暂不考虑显著磨损对于 X的影响。可以看

出，齿轮确定后，除了扭矩 T，其他值均可视为常数。

结合式（9）~（11），将磨损量 h简化为

h= K T t （12）
其中：t为时间；K为齿轮系数。

K的表达式为

K= 2In nμ
4

πB
2 000X
d cos α

ρ1 ρ2

ρ1 + ρ2
( 1 - γ2

1

E 1
+ 1 - γ2

2

E 2
)

（13）
将法向线磨损视为持续磨损W（t），最后得到

W（t）为

W ( t )= h= K T t （14）

3.3　冲击磨损　

冲击造成的磨损由于其作用时间短、速度快的

特点，磨损量不能采用式（12）和式（14）来计算。假

设每次冲击的作用时间和冲击效果相同，则每次冲

击造成的磨损量也相同，第 i次冲击造成的磨损量为

Zi = m    ( i= 0，1，… ) （15）
其中：Zi为每次冲击造成的磨损量；i为冲击作用次

数的具体值；m为常数，可以通过实验得到。

m用来体现对冲击磨损的重视情况，m的值取

得越大，说明冲击造成的磨损越大，齿轮表面对冲击

越不耐磨。

冲击的作用次数随时间的函数用 N（t）来表示，

假设N（t）服从泊松过程，则

P [ N ( t )= i ]= ( λt )i exp (-λt )
i！

    ( i= 0，1，… )  （16）

其中：λ为泊松过程的强度。

冲击磨损 D（t）是每次冲击的累积效果，在冲击

作用次数具体值为 i时，则

D ( t )= ∑
i= 1

N ( t )

Zi = mN ( t )    ( i= 1，2，… ) （17）

3.4　可靠度计算方法　

齿轮的失效用累积磨损和磨损阈值的干涉来确

定，当累计磨损小于磨损阈值时，齿轮视为有效，可

靠度 pr（t）为

pr ( t )= P (W ( t )+ D ( t ) < [ h ] ) （18）
其中：W（t）为持续存在的磨损；D（t）为冲击造成的

累积磨损；t为时间。

结合式（8），（14），（17）及（18），根据条件概率，

得到可靠度的计算公式为

pr ( t )= ∑
i= 0

∞

( P (W ( t )+ mN ( t ) < [ h ] ) |N ( t )=

i ) P ( N ( t )= i ) )= ∑
i= 0

∞

( K T t+ mi<

rbΔθ ) |N ( t )= i ) P ( N ( t )= i ) ) （19）
其中：T为扭矩大小；K为齿轮系数；m为每次冲击

造成的磨损量；rb为齿轮的分度圆半径；Δθ为精度。

4 多失效模式作用下齿轮系统的动态

可靠度

如果考虑齿轮多个失效模式，则有如下定义：

①齿轮在任意模式下发生失效，则齿轮失效；②齿轮

在所有模式下均未失效，则齿轮视为正常工作。假

设每个失效模式相互独立时，考虑多个失效模式下

的可靠度计算应该为每个失效模式下的可靠度相

乘。考虑 k个失效模式下的齿轮可靠度为

pr = ∏
i= 1

k

pri （20）

其中：pri为某一失效模式下的可靠度。

5 实  例

为验证模型有效，采用如图 1 所示的矿用挖掘

机提升机构齿轮减速器［5］为例，挖掘机在露天矿场

中进行作业，长时间的工作会造成齿轮表面的磨
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损。采用累计磨损⁃磨损阈值模型来研究最后输出

件的可靠性，即大齿轮 3 的可靠性。

小齿轮 3 材料选用 45 钢，调质处理；大齿轮 3 材

料也选用 45 钢，正火处理。不同的材料及其热处理

主要影响模型中计算法向磨损量用的磨损特性系数

In和计算接触应力用的弹性系数 Cp，这 2 个参数的数

值一般通过实验或查阅资料确定。齿轮减速器的部

分参数［5］如表 1 所示。

为了参数的合理性，对部分参数做了一定的修正。

5.1　齿轮分段强度‑应力干涉模型　

根据文献［5］，齿轮表面的赫兹接触应力为

σH = CP

4T indg1dg2 ( dg3 + dp3 )
b3dp1dp2dp3d 2

g3 sin α cos α
KvKo Km    （21）

对式（21）采用蒙特卡洛仿真得到 10 000 个样

本，进行正态拟合，计算得到接触应力的均值和标准

差分别为 526.8 和 42.5 MPa。
假设：①齿轮强度 Q（t）=φ0（1-0.000 25 t），其

中 φ0~N（800，202） ［5］；②冲击载荷作用在啮合齿面的

工作过程服从强度为 λ=0.3 h-1的泊松过程且齿面

处的应力变化幅值服从均值为 100 MPa、标准差为

20 MPa 的正态分布。为考虑工作状态不确定性，连

续的工作载荷 S0（t）=C（1+0.000 1t），其中 C服从均

值为 526.3 MPa、标准差为 42.5 MPa 的正态分布［5］。

根据式（1）和式（5）~（7），Δt取值为 2。得到可

靠度计算公式为

pr (T )=∏
k= 1

T/Δt ( )∑
i= 0

∞

( P (Q ( t )> S ( t ) |N= i ) P ( N= i ) ) = ∏
k= 1

T/Δt

( P (Q ( t )> S0 ( t ) |N= 0 ) P ( N= 0 )+

∑
i= 0

∞

( P (Q ( t )> S0 ( t )+ Sj |N= i ) P ( N= i ) ) )=∏
k= 1

T/2

( ϕ ( 800 ( 1 - 0.000 25 )- 526.3( 1 + 0.000 1t )
400 ( 1 - 0.000 25t )2 + 42.52 ( 1 + 0.000 1t )2

)×

e-0.6 + ∑
i= 0

∞

( ϕ ( 800 ( 1 - 0.000 25 )- 526.3( 1 + 0.000 1t )- 100
400 ( 1 - 0.000 25t )2 + 42.52 ( 1 + 0.000 1t )2 + 202

) 0.6i
i！

e-0.6 ) ) （22）

用本研究提到的方法与采用蒙特卡洛方法得到

的结果进行比较，强度应力干涉模型可靠度曲线如

图 2 所示，其中可靠度为无量纲。由图可知，笔者所

提方法计算得到的可靠度与采用蒙特卡洛方法得到

的结果相近，精度可接受，所以所提方法可应用于考

虑齿轮疲劳失效的工程问题中。

对于不同的泊松强度 λ，可靠度曲线见图 3。
可以看出，可靠度曲线的形状和尺度会随着泊

松强度的不同而发生变化。随着泊松强度 λ的增

加，单位时间内到达的冲击数增加，可靠度下降的时

刻提前。当泊松强度取 0.3 与 2 时，可靠度曲线相差

较大，产品的寿命相差也较大。泊松强度越大，可靠

度下降越快，符合实际情况。

5.2　磨损‑磨损阈值干涉模型　

采用相同的环境参数，用式（14）求持续累积磨

损，文献［13］计算磨损量时，利用有量纲磨损系数乘

以滑动距离和接触应力来计算，该系数大小为 1.35×
10-9 mm2/N，求出的磨损量数量级别在 10-5，单位

为 mm，微齿轮的齿顶圆半径为 40 mm。在本次模拟

计算中，齿轮的分度圆直径为 850 mm，为保证磨损量

数量级合适，假设系数K为 1×10-6，持续磨损W（t）为

W ( t )= K T in t （23）

表 1　齿轮减速器部分参数

Tab.1　Partial parameters of gear reducer

名称

分度圆压力角/(º)
驱动力矩/( N∙m)
大齿轮 3 齿宽/ mm
弹性系数/(MPa)1/2

大齿轮 1 直径/ mm
大齿轮 2 直径/ mm
大齿轮 3 直径/ mm
小齿轮 1 直径/ mm
小齿轮 2 直径/ mm
小齿轮 3 直径/ mm
速度系数

过载系数

装配系数

符号

α

T in

b3

Cp

dg1

dg2

dg3

dp1

dp2

dp3

Kv

Ko

Km

均值

20
2 160
300

189.8
500
660
850
300
220
300
2.0
1.0
1.6

标准差

0
21.6
3.0

1.898
5.0
6.6
8.5
3.0
2.2
3.0
0
0
0

分布类型

―

正态

正态

正态

正态

正态

正态

正态

正态

正态

―

―

―

图 1　齿轮减速器

Fig.1　Gear reducer
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采用蒙特卡洛仿真得到 K T in 的 1 000 000 个

样本值，然后进行正态拟合，计算 K T in 的均值和

标 准 差 分 别 为 4.648×10-5 mm/h 和 2.325×
10-7 mm/h。

对于服从泊松过程的冲击作用，假设其强度

λ=0.3 h-1，且冲击造成的磨损大小为 0.05 mm。取

精度为 0.01，代入式（8）中得到许用磨损量为

[ h ]= rbΔθ= dg3

2 Δθ= 4.25 mm （24）

结合式（17）和式（19），得到可靠度的计算公

式为

pr ( t )= ∑
i= 0

∞

( P (W ( t )+ mi< [ h ] ) |N ( t )=

i ) P ( N ( t )= i ) )=

∑
i= 0

∞

( ϕ ( 4.25 - 4.648 × 10-5 t- 0.005i
2.325 × 10-7 )×

( 0.3t )i exp (-0.3t )
i！

) （25）

利用计算机辅助分析，将累积磨损⁃磨损阈值模

型得到的结果和蒙特卡洛方法得到的结果进行比

较，磨损干涉模型可靠度曲线如图 4 所示。

由图 4 可见，本研究方法得到的结果和蒙特卡

洛法得到的结果非常相近，验证了模型预测的准确

性，因此本模型可运用于需要考虑齿轮表面磨损的

可靠度问题。在实际应用时，如果考虑冲击造成的

磨损量是随机的，则在此模型的基础上，再增加考虑

磨损和阈值的干涉情况即可。

5.3　2个失效模式竞争失效的可靠度　

在第 4 节中分析了多个失效模式下可靠度的计

算公式，在本次实例计算中，2 个失效模式视为相互

独立。根据式（20），考虑 2 个失效模式下齿轮可靠

度为 2 种模型得到的结果相乘，即

pr ( t )= pr1 ( t ) pr2 ( t ) （26）
其中：pr1（t）为强度⁃应力干涉模型得到的可靠度；

pr2（t）为累积磨损⁃磨损阈值干涉模型得到的可靠度。

2个失效模式竞争失效的齿轮系统可靠度曲线见

图 5。由图可知：与疲劳失效相比，考虑 2个失效模式

的可靠度最后一段时间内，下降速率更快；与磨损失

效相比，齿轮工作开始的一段时间内可靠度下降速率

更快。考虑 2种失效的竞争关系之后可靠度曲线下降

明显，这是由于失效模式由原来的单一模式变为多失

效模式后增加了产品的失效概率。所以，不同失效模

式的可靠度曲线形状和尺度可能不同，在计算可靠度

时要考虑多个主要的失效模式。

6 结  论

1） 对于齿轮的疲劳失效和磨损失效分别提出了

动态干涉模型来计算可靠度，模型准确性高且计算方

便，并利用蒙特卡洛算法对减速机齿轮实例进行验

算。结果表明，所提出的计算模型可用于冲击服从泊

松过程的齿轮可靠度计算及寿命预测工程问题。

2） 在数学上解决了机械零件中的多失效模式

下的可靠性建模，同时考虑 2 种主要失效能够在一

定程度上避免齿轮可靠度被高估的情况。应用本模

型来估计可靠度，对于齿轮的优化和维护以及材料

的选取有一定的参考价值，减少其在寿命周期之内

图 2　强度应力干涉模型可靠度曲线

Fig.2　Reliability curve of intensity 
stress interference model

图 3　不同泊松强度下的可靠度曲线

Fig.3　Reliability curves for different 
Poisson strengths

图 4　磨损干涉模型可靠度曲线

Fig.4　Reliability curve of wear inter⁃
ference model

图 5　2 个失效模式竞争失效的齿轮系统可靠度曲线

Fig.5　Two failure modes compete for the failure of the gear 
system reliability curve
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由于可靠度低造成的损失。

3） 冲击对于可靠度影响显著，冲击的频率和幅

值越大，可靠度下降越快。考虑冲击的磨损失效模

型中，磨损失效的发生使得可靠度较快下降，实际中

的磨损可能由于拉应力会加快扩展，因此应该尽量

延缓磨损的发生。

4） 在未来的工作中，可以考虑多个相互联系的

失效模式，例如在本研究模型的基础上，可以考虑磨

损量对于强度退化的影响，以及显著磨损对于参数

变化的影响。
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