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系统参数对垂向轮轨耦合系统频率的影响
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摘要  基于模态叠加法及特征值算法，提出一种计算轮轨耦合系统各阶频率的方法，分析了系统参数对于轮轨系统

固有频率的影响规律。研究表明：离散支承导致轨道系统存在明显的 Pinned⁃pinned 共振现象，连续支承现象不明

显，Pinned⁃pinned 共振频率与钢轨抗弯刚度成正比，与轨道参振质量及扣件跨距成反比，轮轨共振为轮对和轨道质

量在轨道弹性基础上的复合振动，其固有频率明显低于轨道自振频率；系统参数对轮轨共振频率的影响较大，随着

轮对质量的增大而减小，随着扣件等效刚度的增大而增大，扣件频变特性使得轮轨共振频率明显增加；轨道不平顺

会诱发轮轨共振现象，恶化轮轨相互作用，其中波长为 100~300 mm 波段对应的共振速度为 23~68 km/h。
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引  言

车辆子系统和轨道子系统通过轮轨耦合关系构

成轮轨接触式运输系统中密不可分的两大系统。轨

道作为轮轨系统中重要组成部分，其振动特性对车

辆安全平稳运行有重要影响。学者们对轨道系统特

性展开了系列研究。Timoshenko［1］采用 Winkler 地
基梁模型分析了轨道垂向振动特性。Grassie 等［2］利

用离散轨枕支承模型及连续双层梁模型研究了激励

作用下轨道垂向振动特性，研究表明轨道系统存在

钢轨和轨枕质量同相低阶共振。Wu 等［3］研究了道

床刚度和随机轨枕间距对轨道垂向振动特性的影

响。冯青松等［4⁃5］研究了周期离散支承结构竖向振

动特性。徐涆文等［6］研究了弹性短轨枕轨道的声振

特性。马龙祥等［7］从频域角度出发，提出一种移动

荷载作用下浮置板动力响应快速求解算法。杜林林

等［8⁃9］采用离散点支承曲线 Euler⁃Bernoulli 梁模拟曲

线轨道钢轨，分析了钢轨横向及扭转方向频域动力

响应特性。随着研究深入，学者们发现不能忽视车

辆轨道耦合作用，因此对车辆和轨道耦合振动问题

也开展了大量研究。文献［10⁃11］利用虚拟激励法

建立了不确定参数车轨耦合系统随机振动评估方

法。孙文静等［12］利用格林函数法建立了垂向车辆轨

道耦合模型，分析了随机因素作用下车轨系统垂向

振动特性。吴神花等［13］基于谱元法建立车辆⁃轨道

结构频域振动模型，对车辆⁃轨道结构频域振动特性

进行研究。查浩等［14］建立包含轴承的车辆⁃轨道动

力学分析模型，分析了扁疤冲击下轮对、轴箱的振动

加速度响应特征。文献［15⁃16］通过建立考虑扣件

失效的车轨耦合模型，分析了扣件失效前后车辆、轨

道动力性能的变化。Xu 等［17］研究了轨枕的有限元

类型、扣件刚度及阻尼特性对于系统动力性能的影

响。Ge 等［18］提出一种考虑轨下垫板分布支承的垂

向车轨耦合模型，该模型在 Pinned⁃pinned 共振区的

动力响应更加精准，可以预测轨下垫板的应力分布。

李响等［19］建立包含地铁车辆和轨道结构的车辆系统

动力学模型，分析钢轨波磨通过频率与轨道系统频

率的关系以及梯形轨道的振动特性。刘孟奇等［20］研

究了车轮多形磨耗激励下考虑轮轨结构柔性对轮轨

动态相互作用的影响。袁玄成等［21］研究了弹条扣压

力对轮轨系统垂向动力学响应的影响。

上述研究大多为轨道振动特性及车辆轨道耦合

振动，很少对轮轨系统振动特性进行详细分析。因

此，笔者建立考虑扣件频变特性的离散支承轨道模

型，采用赫兹接触方式，将轮对振动转化为轮对和轨

道耦合系统的振动，通过模态叠加法给出了轮轨系

统固有频率的计算方法；分析了系统参数对轮轨系

统耦合振动的影响规律，从轮轨共振角度分析了轨

道不平顺对轮轨力特性的影响。
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1 考虑扣件刚度频变的轮轨系统振动

方程

由于整体道床具有结构简单、施工方便等优点，

因此城市地铁线路通常采用整体式道床［22］，道床由

混凝土整体浇筑而成，轨下结构刚度、参振质量较

大，轨道振动主要体现为钢轨的振动。图 1 为车辆

轨道模型。如图 1（a）所示，采用连续弹性基础梁模

型或离散点支承梁模型来模拟轨道结构。当研究轮

轨系统耦合振动特性时，采用图 1（b）所示的移动悬

吊质量模型，通过线性化赫兹接触弹簧来实现轮轨

间接触力和变形的相容关系。

 EI
∂4 y
∂x4 + N

∂2 y
∂x2 + m r

∂2 y
∂t 2 + c s

∂y
∂t

+ k s y =

Pδ ( x - xc )
  ( 1 )

其中：y 为钢轨垂向位移；EI 为钢轨抗弯刚度；N 为

轴向温度力；mr为单位长度钢轨质量；cs为基础黏滞

阻尼；ks为基础支承刚度。

研究表明，各种频变刚度扣件的刚度与激振频

率在对数坐标系内基本呈线性关系，且其线性变化

率也基本一致［23］。对数坐标系下，扣件刚度随加载

频率变化曲线如图 2 所示。该变化率的拟合公式为

lg k si = 0.130 6( lg fi - lg f0 )+ lg k s0 （2）
其中：ksi为不同加载频率下扣件的动刚度；fi为加载频率；

ks0为 f0=4 Hz对应的扣件刚度，为 5.88×107  N/m。

式（1）是一个偏微分方程，按照振型分解法将结

构的几何坐标变换成广义坐标。求解式（1），得到连

续支承轨道梁的自振频率为

ωi = ( ( iπ )4

L4

EI
m

+ ( iπ )2

L2

N
m

+ ks ( f )
m

) （3）

根据达朗贝尔原理，得到图 1（b）所示的轮轨耦

合系统振动方程为

EI
∂4 y
∂x4 + N

∂2 y
∂x2 + m r

∂2 y
∂t 2 + ∑

j = 1

M

c s
∂y
∂t

δ ( x - xj ) +

     ∑
j = 1

M

k s yδ ( x - xj ) = (-m c ÿ c - m b ÿb -

mw ÿw + m c g + m b g + mw g ) δ ( x - x c )     （4）
mw ÿw + k sz ( yw - y c )+ c sz ( ẏw - ẏ c )+
      kh ( yw - y ( x c ) )= mw g ( 5 )
m b ÿb + kpz ( yb - yw )+ cpz ( ẏb - ẏw )+
      k sz ( yb - y c )+ c sz ( ẏb - ẏ c )= m b g ( 6 )
m c ÿ c + k sz ( y c - yb )+ c sz ( ẏ c - ẏb )= m c g （7）
其中：mc为车体质量；csz为二系悬挂阻尼；ksz为二系悬

挂刚度；mb为转向架质量；cpz为一系悬挂阻尼；kpz为一

系悬挂刚度；mw为轮对质量；kh为轮轨接触刚度。

按照振型分解法求解时，将式（4）的每一项乘以

第 i 阶振型函数并沿梁长积分。考虑到振型的正交

特性，将振动方程转化为

L
2 m r q̈ i ( t )+ L

2
( iπ )4

L4 EIqi ( t )+ L
2

( iπ )2

L2 Nqi ( t )+

        ∑
j = 1

M

( ∑
k = 1

N

k s
sin kπxj

L
qk ( t ) sin iπxj

L
)+

        sin iπx c

L
( mw ÿw + m b ÿb + m c ÿ c )=

        ( mw g + m b g + m c g ) sin iπx c

L
( 8 )

mw ÿw + kpz ( yw - yb )+ cpz ( ẏw - ẏb )+

        kh yw - kh∑
i = 1

N

qi ( t ) sin iπx c

L
= mw g ( 9 )

由于轮轨力与轮下钢轨位移有关，说明钢轨振

型之间是互相耦联的。将式（6）~（9）写成矩阵形式

Mq̈ ( t )+ Cq̇ ( t )+ Κq ( t )= F （10）
其中：M为广义质量矩阵；K为广义刚度矩阵；C为

广义阻尼矩阵；q为特征向量；F为外力向量。

当考虑系统无阻尼自由振动时，式（10）简化为

Mq̈ ( t )+ Kq ( t )= 0 （11）

图 1　车辆轨道模型

Fig.1　Vehicle-track model

图 2　对数坐标系下扣件刚度随加载频率变化曲线

Fig.2　In logarithmic coordinate system, variation of fastener 
stiffness with loading frequency
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其中：
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利用特征值算法求解时变方程，获得轮轨系统

各阶频率为

ωi = λ ( M-1K ) （12）
可以看出，该特征值法也可用来求解车桥耦合

系统的各阶频率。

2 算例分析

根据图 1 所示的车辆轨道模型，利用上述理论

推导研究简谐荷载作用下轨道结构的瞬态响应。简

谐 荷 载 作 用 于 轨 道 中 心 位 置 ，频 率 范 围 为 50~
950 Hz。表 1 为车辆轨道模型参数。

图 3 为不同轨道支承形式下钢轨位移导纳。由

图 3 可知：钢轨位移导纳在 144 Hz处首次出现峰值，

这是轨道一阶弯曲共振导致的；离散支承导致钢轨

在 815 Hz 处发生 Pinned⁃pinned 共振现象，该响应在

跨中处取得最大值，在扣件处取得最小值；连续支承

并没有明显的 Pinned⁃pinned 共振现象出现。

图 4为不同轨道模型的钢轨位移导纳。由图 4可

知：在分析频率范围内钢轨位移导纳均具有多个共振

表 1　模型参数

Tab.1　Model parameters

参数

  mr/(kg/m)

  cs/(N·（m·s-1)-1）

  mc/kg
  mb/kg
  mw/kg
  ksz/(N·m-1)

数值

120

6×103

5×103

1 400
645

4×105

参数

EI/(N·m2)

ks/(N·m-1)

csz/(N·（m·s-1)-1）

kpz/(N·m-1)
cpz/(N·m-1)
kh/(N·m-1)

数值

4.2×106

5.88×107

8×104

1×106

6×106

1.52×109

图 3　不同轨道支承形式下钢轨位移导纳

Fig.3　Rail displacement admittance under different track support
图 4　不同轨道模型的钢轨位移导纳

Fig.4　Rail displacement admittance of various track model
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峰 和 反 共 振 峰 ，并 且 在 815 Hz 左 右 发 生

Pinned⁃pinned共振及反共振现象；唯一不同的是轨道

模型振动能量主要集中在基频（144 Hz）附近，轮轨模

型能量集中在基频（63 Hz）附近，这是因为轮轨系统一

阶自振为车轮和轨道单元复合振动，参振质量增加导

致自振频率明显下降。另外，扣件频变特性导致刚度

逐渐增加，各阶自振频率也略高于扣件常刚度工况。

3 系统参数对轮轨系统固有频率的

影响

根据分析可知，分析移动车载作用下的轨道系

统振动特性要考虑轮轨耦合作用的影响。由于一般

车辆多级悬挂装置的振动频率通常低于 5 Hz，其悬

挂参数对轮轨作用力的影响可忽略不计，因此只需

要将轮对相关参数作为轮轨耦合作用影响因素进行

研究。此外，城市轨道交通线路根据列车轴重及减

振降噪等要求，常采用多种低刚度的减振扣件及阻

尼钢轨，不同形式的减振扣件及阻尼钢轨主要影响

轨道支承刚度及参振质量。笔者选取轮对质量、轨

道参振质量、扣件刚度、钢轨抗弯刚度和扣件跨距等

典型参数进行轮轨系统振动特性分析。

图 5 为不同轮对、轨道参振质量下轮轨系统固

有频率。由图 5 可知，轮对质量变大时，轮轨共振频

率明显下降，而第 1 阶自振频率及 Pinned⁃pinned 共

振频率无明显变化。这是因为轮轨共振频率为轮对

和轨道系统耦合形成的复合频率，轮对和钢轨单元

在扣件弹性支承上做同相振动。第 1 阶自振频率和

Pinned⁃pinned 共振频率实际上由轨道系统自身的振

动特性所主导，随着轨道参振质量的增加而降低，受

轮对质量的影响较小。

不同数量轮对情况下轮轨系统频率如表 2所示。

可见：轮对数量对于轨道自振频率及 Pinned⁃pinned
共振频率几乎没有影响，主要影响轮轨共振频率；轮

对数量从 1 增加到 6 时，轮轨共振频率从 63.1 Hz 降
到 55.9 Hz，这是因为轮对数量越多，参与轮轨耦合

振动的质量越大。

钢轨抗弯刚度对轮轨系统固有频率的影响如图

6 所示。表 3 为不同轨温情况下轮轨系统频率。其

中，轨温变化导致的温度应力见文献［4］。分析可

知：轮轨共振频率随着抗弯刚度增加而略有增加；轨

图 5　不同轮对、轨道参振质量下轮轨系统固有频率

Fig.5　The natural frequency of wheel-rail system under vari⁃
ous wheelset masses and vibration mass of track

图 6　钢轨抗弯刚度对轮轨系统固有频率的影响

Fig.6　Influence of rail bending stiffness on natural frequency 
of wheel-rail system

表 2　不同数量轮对情况下轮轨系统频率

Tab.2　Natural frequency of wheel‑rail system under dif‑
ferent number of wheelset  Hz

轮对数量

1
2
4
6

轮轨共振

63.1
62.1
57.0
55.9

一阶自振

143.9
143.9
143.9
143.9

Pinned⁃pinned
共振

816.3
816.3
816.3
816.3
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道一阶自振频率与钢轨垂向抗弯刚度和轨温无关，

均为 143.9 Hz。这是因为轨道系统低阶自振频率主

要由轨道弹性支承系数和轨道参振质量控制，只有

高阶自振频率才会受到抗弯刚度及温度力的影响，

因此轨道 Pinned⁃pinned 共振频率随抗弯刚度增加

明显变大，随轨温升高略有降低。

扣件支承刚度及跨度轮轨系统固有频率的影响

如图 7 所示。由图 7 可知，轮轨共振频率及轨道一阶

频率随着扣件刚度的增加而增加，随着扣件间距的增

加而减小，这是因为轨道低阶自振频率受钢轨基础弹

性系数的影响显著，而扣件间距增加意味着扣件等效

刚度减小。轨道 Pinned⁃pinned共振频率随着扣件间

距的增加而逐渐减小，但几乎不受扣件刚度的影响，

这个规律符合 Pinned⁃pinned共振频率经验表达式［9］。

扣件频变刚度对轮轨系统固有频率的影响如图

8 所示。由图 8 可知，扣件刚度在频变情况下，轮轨

共振及一阶自振频率明显高于扣件常刚度工况，且

随着扣件刚度增加，这种趋势越明显。这是因为考

虑扣件频变特性后，扣件动刚度会随着频率增加而

逐渐增加，导致振动频率增加。扣件频变特性对钢

轨 Pinned⁃pinned 共振频率的影响较小。

为了研究扣件失效对轮轨系统振动特性的影

响，笔者考虑了 4 种数量的扣件失效。失效扣件位

于轨道中间位置，扣件失效状态下轮轨系统固有频

率如图 9 所示。分析可知：扣件失效会导致失效区

域轮轨共振频率明显降低，而远离失效区该情况不

明显；扣件失效对轨道一阶自振频率几乎没有影响，

这是因为一阶自振频率反映的是轨道整体刚度，而

局部失效 1~3 个扣件对整体刚度影响较小。

图 7　扣件支承刚度及跨度轮轨系统固有频率的影响

Fig.7　Influence of the fastener support stiffness and span on 
natural frequency of wheel-rail system

表 3　不同轨温情况下轮轨系统频率

Tab.3　Natural frequency of wheel‑rail system under vari‑
ous rail temperature

温度/℃

-30
-15

0
15
30

轮轨共振/Hz

63.1
63.1
63.1
63.1
63.0

一阶自振/Hz

143.9
143.9
143.9
143.9
143.9

Pinned⁃pinned
共振/Hz

818.1
817.2
816.3
815.4
814.5

图 8　扣件频变刚度对轮轨系统固有频率的影响

Fig.8　Influence of frequency-dependent stiffness of fastener 
on natural frequency of wheel-rail system
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4 轮轨共振响应分析

为了研究车辆在不同运行速度条件下轨道不平

顺引起的轮轨力响应特征，采用实测钢轨表面不平

顺作为车辆⁃轨道耦合动力分析的输入激励。轨道

不平顺样本如图 10 所示。

图 11为不同速度条件下轮轨力时程及频谱。由

图 11 可知，轮轨力频率成分主要分布在 30~90 Hz，
随着速度增加，轮轨力幅值明显增加，尤其在 55~
70 Hz 的成分显著增加。值得指出的是，不同速度

下轮轨力频谱都在 63 Hz 左右达到峰值，这是因为

不平顺激励作用激发了轮轨共振现象，造成轮轨力

中 55~70 Hz成分被显著放大。

分析表明，车辆在行驶过程中，轮轨随机不平顺中

的某些波段容易激发轮轨共振现象。为了进一步研究

不同波长不平顺对于轮轨系统动力响应的影响，考

虑波长范围为 100~300 mm，波长幅值为 0.1 mm。

图 12 为轮轨力随波长及速度变化情况。不同

波长条件下共振速度如图 13 所示。由图可知，轮轨

力随速度增加会出现尖峰情况，且尖峰点对应的速

度与波长基本呈线性增长关系。这是因为轨道不平

顺容易诱发共振现象，按照共振理论 V=f λ，共振速

图 10　轨道不平顺样本

Fig.10　Sample of short-wave irregularity

图 11　不同速度条件下轮轨力时程及频谱

Fig.11　Time history and spectrum of wheel/rail force at vari⁃
ous running speed

图 12　轮轨力随波长及速度变化情况

Fig.12　Variation of wheel/rail force with wave length and 
running speed

图 9　扣件失效状态下轮轨系统固有频率

Fig.9　Natural frequency of wheel-rail system under fastener 
failure
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度与波长成正比。测算轮轨共振频率为 63 Hz，对
应的共振速度范围为 23~68 km/h，总体来看共振

速度在地铁正常运营速度范围内。

地 铁 和 轻 轨 车 辆 的 轮 对 质 量 一 般 为 500~
800 kg，为了研究不同轮对质量对列车共振速度的

影响，这里以 250 mm 波长为例，计算不同速度及轮

对质量条件下轮轨系统的动力响应。不同质量条件

下的共振速度如图 14 所示。分析可知：轮轨力随着

速度增加会出现尖峰情况，在共振车速附近达到峰

值；轮对质量对共振车速的影响较为显著，轮对质量

越大，共振车速越低，共振效应更明显。因此，共振

速度下动车的振动效应比拖车更加明显。

5 结  论

1） 扣件支承形式对轨道振动特性影响不大，只

是在 Pinned⁃pinned 共振区存在差异；离散支承导致

轨道系统存在明显 Pinned⁃pinned 共振现象，而在连

续支承形式下这种现象不明显。

2） 通过对轨道系统及轮轨系统进行谐响应分

析发现，两者在研究频率范围均存在多个共振、反共

振峰。不同的是，轮轨系统轮轨共振频率明显低于

轨道自振频率。

3） 轮轨共振频率随着轮对质量的增大而减小，

随着扣件等效刚度的增大而增大；轨道一阶自振可

以近似为单自由度振动体系。因此，频率主要跟轨

道参振质量及扣件等效刚度有关。扣件频变特性使

轮轨共振及轨道自振频率明显增加。Pinned⁃pinned

共振频率跟钢轨抗弯刚度成正比，跟轨道参振质量

及扣件跨距成反比。

4） 轨道不平顺的某些波段会诱发轮轨共振现象，

其中波长为 100~300 mm波段对应的共振速度为 23~
68 km/h，因此在日常地铁运营过程中要重点关注。
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