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基于马氏距离和 EMD 的损伤信息量化提升方法
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摘要  结构早期微损伤和环境噪声导致监测数据中损伤信息难以有效提取和辨识，针对此问题，提出一种基于马氏

距离（Mahalanobis distance，简称 MD）和经验模态分解（empirical mode decomposition，简称 EMD）的结构损伤信息

量化提升方法。首先，结构健康监测数据通过 EMD，得到多阶本征模态函数（intrinsic mode function，简称 IMF），利

用 IMF 的能量变化提取损伤敏感分量；其次，以分段马氏距离累积量（Mahalanobis distance cumulates，简称 MDC）
作为损伤信息量化提升的评价指标，根据其概率密度函数面积建立马氏距离累积量的累积停止准则；最后，通过数

值模拟和模型试验数据验证了本研究方法在结构损伤信息提取和量化提升上的适用性和有效性。研究结果表明：

结构损伤发生后各阶 IMF 能量转移明显，选择转移能量占自身能量多的 IMF 及相对能量变化率为正的多阶 IMF 作

为损伤敏感分量，能够实现比原信号更好的损伤识别效果；利用 MDC 值概率密度函数面积变化作为累积停止准

则，可实现微小损伤的有效识别。
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引  言

由于监测环境及结构受力的复杂性，结构的微

小损伤并不会引起监测数据的明显变化［1］，因此有

效提取结构监测数据中的损伤信息，提升损伤识别

的精度和鲁棒性成为结构健康监测领域的研究

热点。

利用短时傅里叶变换［2］、小波分析［3］、EMD［4］等

信号处理方法可将结构监测数据分解成不同频段的

信号，丰富了损伤信息的提取途径和提取精度。

Amarnath 等［5］通过提取齿轮声学信号高阶 IMF 统

计特征，对齿轮局部故障进行有效识别。陈闯等［6］

利用 IMF 构造马氏距离累积量，结合概率密度函数

判断结构是否发生损伤。 Inturi 等［7］利用决策树算

法区分 IMF 统计特征的重要性，利用支持向量机识

别结构是否发生损伤。Mousavi 等［8］将信号 IMF 重

构，计算协方差矩阵最大特征值以表征木材的孔洞

缺陷。

马氏距离常用于评判不同样本的相似程度，而

作为结构损伤识别的判据［9］。Greś 等［10］基于协方差

Hankel 矩阵的马氏距离，提出了一种对于外界激励

具有较好鲁棒性的损伤检测方法。文献［11］采用马

氏距离分析数据中的时间特征参数判断损伤的发生

和位置。为了提高损伤识别精度和鲁棒性。文献

［12‑13］利用分段马氏距离的累加实现了损伤信息

的“放大”效应，通过质量-弹簧系统数值模拟和实

桥动态监测数据，验证了马氏距离累积量能够有效

识别损伤的发生和确定损伤位置。

为了有效提取结构损伤信息进行结构损伤辨

识，笔者提出了一种基于马氏距离和经验模态分解

的结构损伤信息量化提升方法。首先，提出了 IMF
损伤敏感性的评价方法，建立了分段马氏距离的累

积准则；其次，给出了通过马氏距离累积量评估损伤

信息量化提升效果以及损伤识别效果的方法流程；

最后，通过数值模拟和模型试验，研究了利用原监测

数据、单阶 IMF 和多阶损伤敏感 IMF 分别构造样本

矩阵的结构损伤信息量化提升效果。

1 基本原理

1.1　马氏距离　

马氏距离［14］通过比较结构监测样本的差异实现

结构损伤的识别，其计算公式为
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D = ( )x- μ
T
ϕ-1 ( )x- μ （1）

其中： D 为参考样本和待测样本的马氏距离；x为

待测样本数据；μ为参考样本的均值估计；ϕ为参考

样本的协方差估计。

1.2　经验模态分解　

经验模态分解是一种非线性非平稳信号的时频

分析方法［15］，通过 EMD 可将原信号分解成频率由

高到低的若干组 IMF。关于 EMD 方法的更多细节

见文献［16］，在此不再赘述。

1.3　损伤信息的量化提升方法　

1.3.1　损伤敏感分量的选取方法　

结构损伤发生后，结构监测数据经验模态分解

的各阶 IMF 发生能量转移，通过各阶 IMF 能量变化

量评定对损伤敏感程度，从而提取 IMF 损伤敏感分

量［12］。基于以上理论，笔者提出了 2 种评价方法。

1） 各阶 IMF 的相对能量变化率 α 为

αi =  ( E 'IMF i
- E IMF i

) E IMF i （2）
其中：E 'IMF i

为损伤后某阶 IMF 的能量；E IMF i
为无损

伤时相应阶 IMF 的能量；将相对能量变化率 α 最大

的单阶 IMF 或者正的多阶 IMF 作为损伤敏感分量。

2） 各阶 IMF 的损伤能量变化率 β 为

βi = ( E 'IMF i
- E IMF i

) ( E' - E ) （3）
其中：E 和 E'分别为损伤前后信号的总能量，将包含

损伤能量变化大的单阶 IMF 或者正的多阶 IMF 作

为损伤敏感分量。

1.3.2　定义损伤识别向量　

结构的早期微小损伤在监测数据中容易被环境

噪声掩盖，数据分段构造的 MDC 作为损伤识别向

量在损伤信息的累积“放大”上具有较为明显的效

果，可实现结构损伤的有效识别［6］。马氏距离累积

量计算公式为
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（4）
其中：n = qp，表示将数据总长度为 n 的向量分成 q

个区段，每个区段的数据长度为 p。

马氏距离累积量的均值为 m，损伤前后马氏距

离累积量均值的变化为 Δm，当 Δm 越大，可认为对

应信号所包含的损伤信息越多。因此，Δm 用来描

述损伤信息的提升程度和识别效果，即

Δm = m ' - m （5）
其中：m'为损伤工况下的 MDC 均值；m 为无损工况

下的 MDC 均值。

1.3.3　累积停止准则　

当结构出现微损伤时，由于环境影响导致实测

数据具有不确定性，同时大量结构健康监测数据的

无限累加毫无意义，故需要确定分段马氏距离累积

停止的准则，即确定式（4）中参数 p 的值。

理论上，结构发生损伤后，MDC 矩阵的概率密

度函数将发生改变。在统计学上，损伤工况下 MDC
概率密度函数超过无损伤 MDC 概率密度函数 95%
置信区间上限的面积越大，表明损伤状态和健康状

态之间的差别越明显。因此，以无损状态下 MDC
概率密度函数 95% 置信区间上限作为阈值，推导超

过阈值的损伤状态下 MDC 概率密度函数的面积。

1） 假设 MDC 值的概率密度函数近似呈正态

分布

f ( x )= 1
σ 2π

e
- ( x - μ )2

2σ 2 （6）

2） 为了便于比较，将 MDC 值除变量 p 做归一

化处理，保持 μ 不变，只比较 σ 2 的变化。

3） 假设初始的 σ 2 为

σ 2 = ( x 1 - μ )2 +( x2 - μ )2 + ⋯( xn - μ )2

n
（7）

r次循环分析之后，此时 σ 2
r 为

σ 2
r = p

( b1 - μ )2 +( b2 - μ )2 + ⋯ ( )b n
p

- μ
2

n
   （8）

其中：bi =
x ( i - 1 ) p + 1 + ⋯xip

p
；i = 1，2，⋯，

n
p
。

通过式（7）可知

n1 = p ( b1 - μ )2 （9）
n2 = ( x 1 - μ )2 +( x2 - μ )2 + ⋯ +( xp - μ )2  （10）

利用柯西不等式得到

n2 ≥ ( x 1 + x2 + ⋯ + xp - pμ )2

p
> n1 （11）

通过以上推导可得，MDC 值的概率密度函数峰

值逐渐增加，但实际信号的 MDC 值近似服从正态

分布，故超过阈值的面积可能并非严格单调变化。

总体上，只要累积的数据量足够多，超过阈值面积的
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最大值将趋近于 1。因此，可通过 p 值判断信号中的

损伤信息累积的量，同时，p 值与信号长度以及损伤

程度等因素有关。基于此，建立 MDC 值的累积停

止准则为：损伤工况下 MDC 值的概率密度函数超

过无损伤 MDC 值的概率密度函数 95% 置信区间上

限的面积达到 0.95 时累积停止，此时的 p 值认为达

到了损伤识别的精度要求。

1.4　方法流程　

笔者提出的损伤信息量化提升流程如图 1 所

示，方法步骤如下。

1） 通过原监测数据 EMD，将变化率最大的一

阶 IMF 作为敏感分量构造损伤识别向量，当累积达

到停止准则要求之后即可实现损伤量化提升。当数

据量较多，单阶 IMF 损伤敏感分量中含有的损伤信

息较多时，采用步骤 1 即可。

2） 利用多阶能量变化率为正的 IMF 构建样本

矩阵，通过多阶 IMF 的马氏距离累加实现损伤信息

的进一步量化提升。

2 数值模拟算例

2.1　有限元模型　

采用 ANSYS 有限元分析软件 BEAM188 单元

建立 10 m 简支梁模型，有限元模型参数如表 1 所

示，简支梁有限元模型如图 2 所示。

简支梁数值模拟采用多点激励的形式，分别在

节点 11，13 和 16 处分别施加 F 1 = 100 sin ( 2t )，F 2 =
10 sin ( 3t ) 和 F 3 = 100 sin ( 5t ) 的正弦力，荷载激励

时长为 0.1 s，激励重复 500 s。通过降低 9 号单元的

刚度模拟损伤，2 种工况单元刚度分别降低 10% 和

20%。

2.2　损伤敏感分量的选取　

选取距离损伤位置较远的 3 号节点的加速度数

据作为原始数据，由于数据 EMD 后的 IMF 能量主要

集中在前几阶，包含了主要的损伤信息，所以选取前

3 阶 IMF 作为结构损伤识别的依据。图 3（a）为 3 号

节点前 3 阶 IMF 各个损伤工况下的相对能量变化率

α，可以看出 IMF2 的相对能量变化率 α 变化最为明

图 3　前 3 阶 IMF 相对能量变化率、损伤能量变化率

Fig.3　Relative energy variation rate and damage energy vari‑
ation rate of the first three order IMFs

表 1　有限元模型参数

Tab.1　Finite element model parameters table

参数

高/m
宽/m
惯性矩 Izz/m4

惯性矩 Iyy/m4

弹性模量/GPa
密度/(kg⋅m-3)
泊松比

数值

0.6
0.3
1.35×103

5.4×103

2.06
7.85×103

0.3

图 2　简支梁有限元模型（单位：cm）

Fig.2　Finite element model of the simply supported beam 
(unit: cm)

图 1　损伤信息量化提升流程图

Fig.1　Flow chart for quantifying and enhancing damage infor‑
mation
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显。图 3（b）为 3 号节点前 3 阶 IMF 各个损伤工况下

的损伤能量变化率 β，可以看出 IMF1的损伤能量变

化率 β最为明显。因此，根据节损伤敏感分量的选取

方法，可选择 IMF1和 IMF2作为损伤敏感分量。

3 号节点原始数据和  IMF 的 MDC 值变化如

图 4 所示（p=100）。原信号和前 3 阶 IMF 的 Δm 变

化如图 5 所示。通过图 4，5 可以看出，在单元刚度降

低 10% 工况下，IMF1，IMF2和 IMF3的 Δm 分别变化

了约 1.1， 7.4， 4.0 倍。可见，IMF2相比 IMF1的包含
了更多的损伤信息。

利用相对能量变化率和损伤能量变化率作为提

取 IMF 损伤敏感分量的方法时，损伤后 IMF 的能量

分为自身能量和损伤能量 2部分。自身能量对损伤信

息具有掩盖作用，即当某阶的损伤能量占 IMF自身能

量较低时，损伤信息将会被掩盖，使得提升效果不理

想。因此，相对能量变化率大的 IMF相较于损伤能量

变化率大的 IMF，包含的损伤信息更多，即选择转移

能量占自身能量多的 IMF，通过构造损伤敏感分量能

够更好地实现损伤信息量化提升。

为 了 获 取 更 多 损 伤 信 息 ，将 α 为 正 的 多 阶

IMF 构造马氏距离累积量。利用原始数据前 3 阶

IMF 构造样本的 MDC 值变化图（p=100）如图 6
所示。通过与原始数据的 MDC 值比较可知，3 个

相 对 能 量 变 化 率 为 正 的 IMF 组 合 计 算 得 出 的

MDC 平均值 Δm 将损伤量化提升了约 13.1 倍，因

此多阶 IMF 构造的损伤敏感分量可以获得更多的

损伤信息，进一步实现损伤信息的量化提升。

2.3　累积停止分析　

笔者开发了损伤敏感分量的循环分析程序，将

IMF2 作为对象，设置初始 p=1，每次循环 p 的增量

为 1，超过阈值的面积（无量纲）达到 0.95 时累积停

止。10% 损伤循环分析超过阈值的面积变化如图 7
所示。不同 p 时无损伤与 10% 损伤的概率密度函数

如图 8 所示。

图 4　3 号节点原始数据和  IMF 的 MDC 值变化

Fig.4　Change in MDC values of original data and IMF for 
node 3

图  5　原信号和前 3 阶 IMF 的 Δm 变化

Fig. 5　Δm variation of original signal and first three order IMF

图 6　前 3 阶 IMF 构造样本的 MDC 值变化图

Fig.6　The change of MDC values for the first three orders of 
IMF of construction samples
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从图 7 可以看出，当 p=76 时，超过阈值的面积

达到了 0.97，满足累积停止的要求。将图 8（a）与

图 8（b）对比可以看出，当 p=76 时 2 条概率密度函

数曲线之间的相交部分较少，已经能够较好地判断

结构损伤。

3 模型试验方法验证

笔者选取 14#工字钢为试验对象进行方法验

证，在工字钢底部切割裂缝模拟损伤，试验以结构的

应变信号作为原数据进行方法验证。

3.1　工字钢模型试验　

工字钢长为 2.3 m，支座中心线间距为 2.0 m。

将计算跨径等分为 6 段，在中间 5 个截面梁底处各布

置 2 处应变测点，应变片编号设为 S1~S10。采用正

弦 式 激 励 ，激 励 位 置 距 跨 中 10 cm，采 样 频 率 为

50 Hz，采样时间为 24 h。损伤工况 1 和损伤工况 2
切割裂缝深度分别为 5 mm 和 10 mm，每种损伤工

况的采样频率和时间与无损状况相同。梁底应变片

布置，传感器及采集设备布置分别如图 9，10 所示。

3.2　构造损伤识别向量　

利 用 损 伤 前 后 应 变 数 据 构 造 样 本 ，取 p=

10 000，不同测点损伤前后 MDC 值变化如图 11 所

示。可以看出，各测点的马氏距离累积量均值在损

伤后均出现了变化，距离损伤近的 S3和 S5测点变化

均较为明显，远离损伤位置的测点 S1和 S7处，MDC
值变化不明显。因此，选择 S1测点提取损伤信息。

3.3　提取损伤敏感分量　

利用 EMD 工具箱对 S1 测点的应变信号进行

EMD 分解，计算得到 S1 测点前 8 阶 IMF 能量变化

率如图 12 所示。可见，按照方法 1 选取 IMF3 作为

损伤敏感分量，按照方法 2 选取 IMF4 作为损伤敏

图 8　不同 p 时无损伤与 10% 损伤的概率密度函数

Fig.8　Probability density function of no damage and 10% 
damage at different p

图 7　10% 损伤循环分析超过阈值的面积变化图

Fig.7　The area change above threshold for 10% damage 
case under cycle analysis

图 9　梁底应变片布置图（单位：mm）

Fig.9　Strain gauge arrangement at the bottom of the beam（unit:mm）

图 10　传感器及采集设备布置

Fig.10　Sensor and acquisition equipment arrangement
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感分量。将这两阶 IMF 分别构造损伤识别向量，

取 p=10 000，IMF3 和 IMF4 的 MDC 值变化如图 13
所 示 。 原 信 号 和 IMF3，IMF4 的 Δm 变 化 如 图 14
所示。

从图 13，14 可以看出，IMF3 在 2 种工况下损伤

信息分别量化提升了约 3.4 倍和 3.6 倍；IMF4在 2 种

工况下损伤信息分别量化提升了约 2.9 倍和 2.0 倍。

对比发现，将 IMF3作为损伤敏感分量可以得到更好

的效果，因此选择方法 1 作为损伤敏感分量的选取

准则，这与数值模拟的结论相符合。

取相对能量变化率为正的第 3，4，6，7 阶 IMF 构

造样本的 MDC 值变化如图 15 所示。可以看出，2 种

工况下损伤信息分别量化提升了约 9.0 倍和 7.6 倍。

图 13　IMF3和 IMF4的 MDC 值变化图

Fig.13　The change of MDC values of IMF3 and IMF4

图 11　不同测点损伤前后 MDC 值变化

Fig.11　Changes of MDC values before and after damage at measurement points

图 12　S1测点前 8 阶 IMF 能量变化率

Fig.12　Energy variation rate of first eight order IMF at point S1
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3.4　损伤累积停止　

以 IMF3 为研究对象，代入循环分析程序，设置

初始 p=100，每次循环 p 的增量设置为 100，损伤敏

感分量累积面积变化如图 16 所示。2 种工况下累积

上限时的概率密度函数如图 17，18 所示。

通过计算可得，当 p=10 500时，损伤工况 1达到

累积目标，当 p=5 300时，损伤工况 2达到累积目标。

可见，达到累积目标时的概率密度函数相交部分较

图 17　损伤工况 1 累积上限时的概率密度函数

Fig.17　Probability density function at cumulative upper limit 
of damage condition 1

图 18　损伤工况 2 累积上限时的概率密度函数

Fig.18　Probability density function at cumulative upper limit 
of damage condition 2

图 15　第 3,4,6,7 阶 IMF 构造样本的 MDC 值变化图

Fig.15　The change of MDC values for the 3rd, 4th, 6th and 
7th order IMF construction samples

图 14　原信号和 IMF3，IMF4的 Δm 变化

Fig.14　Variation of Δm of the original signal, IMF3 and IMF4

图 16　损伤敏感分量累积面积变化图

Fig.16　Cumulative area change of damage sensitive compo‑
nents
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少，实现损伤信息“量的累积”和实现损伤识别“质的

提升”的目的，能够较准确地实现结构的损伤识别。

4 结  论

1） 损伤敏感分量的选取应当选择转移能量占

自身能量多的 IMF，能够避免损伤信息被掩盖，以

此作为损伤敏感分量构造的损伤识别向量，能够实

现比原信号更加有效的损伤信息的累积效果。

2） 利用相对能量变化率为正的多阶 IMF共同构

造损伤识别向量，能够进一步提取结构的损伤信息。

3） 基于马氏距离累积量概率密度函数面积变

化作为累积停止准则可实现微小损伤的有效识别，

损伤后与原数据 MDC 值概率密度函数曲线相交部

分越少，损伤信息量化提升效果越明显。
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