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摘要  针对高速动车组车底底架横梁的应变场反演问题，基于模态叠加法和传感器优化配置理论，提出一种根据部

分测点的实测单向应变反演结构空间应变场的方法。以结构的应变模态为输入，以模态坐标独立性为目标，基于信

息熵理论建立了传感器优化配置的数学模型，再根据模态坐标和振型采用正则化方法反演结构应变场。仿真计算

结果表明，无噪声干扰下，反演的精度较高，最大均方误差为 9.87×10-12，并且正则化方法可以有效抑制噪声对结果

的影响。搭建了基于光纤光栅传感系统的测试试验台，基于实测应变数据和模态结果反演应变场，结果表明，反演

后的应变幅值相对误差带为 1.21%~10.79%，反演数据和实测数据的均方误差带为 0.80~3.69。该方法能够准确

识别结构的模态坐标，为获取高速列车关键结构的应变场分布提供参考。

关键词  应变场反演；传感器优化配置；应变模态；光纤光栅

中图分类号  TH823；TP212.9

引  言

目前，针对轨道车辆结构应变监测的方法主要

有 2 种：①基于有限元法的数值模拟技术；②基于试

验法。前者需要准确确定模型边界条件，计算效率

低，不适于结构完整性的在线监测；后者只能在结构

表面布置有限数量传感器，无法获取完整的健康数

据。因此，需要研究一种能够结合结构健康监测技

术所提供的数据并将其映射到整个完整结构的技

术，从而实现在役轨道车辆关键部位结构状态实时

监测。

全场应力反演即通过传感器采集到的结构表面

应力（应变）数据，通过反演方法得到完整结构的全

场应变信息。现有反演方法包括基于数据的三次样

条插值法以及模态叠加法。前者的优势在于无需考

虑材料属性及有限元模型的准确度，但是对于应力

梯度较大区域的反演精度不高，节点较多时插值效

率较低。相比之下，模态叠加法对存在大应力梯度

的结构适应性强，并且由于事先在线下完成有限元

模态计算并将结果储存起来，线上的实时应力反演

仅仅根据少量数据进行线性代数运算便可快速完

成，受到了学者们的关注［1］。邓敏强等［2］采用模态叠

加法解决了复杂工况下风力机整个塔架的应力状态

的实时计算问题。司亚文等［3］通过在铝合金机翼缩

比模型布置光纤布拉格光栅传感器，实时采集应变

分布，结合应变模态振型，反演机翼缩比模型的应变

场。胡伟钢等［4］通过优化齿轮箱表面应变测点实现

结构振动模态坐标的时域识别，由模态叠加基本原

理得到结构整体应变响应。学者们还通过建立位移

模态和应变模态间的关系，从应变出发得到结构的

位移场，或从位移场出发得到应变场［5⁃8］。

实现全场应变反演的对象大多集中在柱状、薄

板和圆盘等相对简单的结构，模态参数容易识别；然

而轨道车辆结构较为复杂，给应变反演带来了更大

的挑战，且反演效果依赖于传感器配置方案。笔者

针对高速列车车体底架横梁结构，采用光纤光栅传

感器，基于信息熵理论优化传感器配置，并采用正则

化方法进行全场应变反演，达到了实时监测结构完

整状态的目的。

1 基本理论

1.1　光纤光栅基本理论　

根据光纤布拉格光栅（fiber Bragg grating，简称

FBG）的基本原理，一束宽光谱光经过光纤光栅时，
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中心波长满足布拉格条件的入射光将产生反射，由

于反射波长对外界环境温度以及应变的变化较为敏

感，温度或应变的变化会引起 FBG 中心波长的变

化，因此可作为传感器使用［9⁃10］。

由于高速动车组车体底架横梁为车下电气设备

的承载结构，电磁环境复杂，采用传统电阻式应变片

进行监测，信号中会引入电磁干扰，增大了数据处理

的难度，并且每个应变片均由 1 根电缆与采集设备

连接，在通道较多的情况下增加了布置难度。与电

阻应变片相比，FBG 传感器具有体积小、网络复用

以及不受电磁干扰的优点，稳定性和信噪比较高，并

能够减少线缆数量，易于安装维护，因此将 FBG 用

于横梁结构健康监测具有明显优势。

在实际测量时，光纤光栅同时受到环境温度和

被测结构应变的影响，其相对中心波长的漂移与应

变和温度变化的关系为

ΔλB/λB == Kε ε+ KT ΔT （1）
其中：Kε，KT 分别为相对中心波长漂移的应变灵敏

度系数和温度灵敏度系数，对于石英光纤，Kε 取

0.784，KT 取 7.0×10-6/℃。

为了准确通过光纤光栅测得应变，应补偿温度

对波长变化的影响。工程上采用一个与被测结构同

材料但不受应力应变影响的补偿片进行温度补偿，

测量温度变化产生的波长漂移，根据式（1）可得到结

构应变。

1.2　全场应变反演基本理论　

根据结构动力学原理，结构的位移响应可表示

为模态坐标的线性组合，即

u ( t )= φq ( t ) （2）
其中：φ为结构所有节点的位移模态振型；q（t）为模

态坐标。

依照弹性力学原理，结构的应变张量与空间位

移之间的关系可表示为
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根据式（2）中各个方向位移的表达，将其代入

式（3）得到
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（4）

其中：ψ= [ψxx   ψ yy   ψ zz   ψxy   ψxz   ψ yz ] T
，为结构的应

变模态矩阵。

由式（4）可知，应变模态有着与位移模态相似的

表达式，应变模态矩阵可通过对结构位移模态矩阵

微分得到，并且结构的应变分量拥有相同的模态坐

标。因此，通过部分可测应变分量逆求模态坐标，便

可以反演得出结构的全部应变分量。

根据式（4），在已知应变和模态振型的前提下求

解模态坐标就成为一个典型的逆问题。应变模态矩

阵存在病态特征，其解具有很强的不适定性，即微小

的噪声会造成结果严重发散而失去实际意义。采用

正则化方法可以缓解这种不适定性，其基本思想是：

用一族与原不适定问题邻近的有界算子来代替原问

题的算子，使得转化的适定问题的解能较好地逼近

原问题的解［11］。本研究选择 Tikhonov 法进行求解。

1.3　传感器优化基本理论　

求解模态坐标是全场应变反演的前提，该过程

可抽象为系统辨识过程［12⁃13］。根据贝叶斯系统辨识

理论，当待辨识参数的不确定性达到最小值时取得

最优值。根据信息论，不确定性可以通过信息熵进

行刻画［14⁃15］。信息熵表示为

H ( L，Ĉ，θ̂ )≈ 1
2 Nθ ln ( 2π )-

1
2 ln [ det ( h ( L，Ĉ，θ̂ ) ) ] （5）

h ( L，，Ĉ，，θ̂ )≈

∑
m= 1

N

[ ]L∇ θ x (m，θ̂ )
T

[ LĈLT ]-1[ ]L∇ θ x (m，θ̂ )

（6）
其中：∇ θ为梯度算子；Nθ为未知参数的数量；θ̂为使

得式（5）取最小值的最优参数；Ĉ为与 θ̂有关的参

量；N为实测数据量。
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传感器优化所涉及的参数识别问题为模态坐标

向量识别问题，在这种情况下，未知参数 θ对应 q，

x对应 ε，则根据式（6），∇ θ x (m，θ̂ )表示应变模态矩阵

ψ，此时 L为传感器配置矩阵，h ( θ̂，L，，Ĉ )则转化为

h ( θ̂，L，，Ĉ )=[ LΨ ] T [ LĈLT ]-1[ LΨ ] （7）
将式（7）代入式（5）可以看出，为保证信息熵最

小化，矩阵 h ( θ̂，L，，Ĉ )行列式应最大化，并且结果仅

由应变模态矩阵 ψ、观测矩阵 L和 Ĉ决定。其中：L

为优化目标值；Ĉ为预测误差，由建模误差和测量误

差组成，测量误差由节点的模态应变能表征，建模误

差通过与节点空间距离有关的相关系数表征［16］。

针对式（5）所示的优化问题，可采用序列法逼近

最优解，其原理是依次从备选集中选取一个自由度，

将其添加到矩阵 L中，根据式（7）计算 h ( L，，Ĉ，θ̂ )的
行列式，保留行列式最大值所对应的 L，从备选集中

删去该自由度，重复此步骤直至传感器数目达到预

设值。

在 得 到 优 化 结 果 后 ，可 采 用 模 态 置 信 准 则

（modal assurance criterion，简称 MAC）和条件数准

则对结果进行评价。

MAC 是一种评价模态振型线性独立程度的准

则，表示为

MAC ij =
||Ψ T

i Ψ j

( )Ψ T
i Ψ i ( )Ψ T

j Ψ j

（8）

其中：Ψ i ，Ψ j分别为第 i阶和第 j阶模态振型向量。

MAC 矩阵的非对角元越小，模态向量间的独

立性越高，识别效果越好。本研究选用 MAC 矩阵

的非对角元最大值和均值作为评判标准。

条件数准则是指应变模态振型矩阵的最大奇异

值和最小奇异值之比，表示为

r svd = βmax /βmin （9）
奇异值比表示了矩阵的病态程度，比值越小，病

态程度越轻。由于模态坐标识别为逆问题，奇异值

比越小，模态坐标识别效果越佳。

2 数值仿真

2.1　模态分析　

为验证所提出算法的可行性，对高速动车组车

体底架横梁 3 维模型进行网格划分。横梁为铝合金

工字梁，全长为 2 740 mm，高为 210 mm，中间立面

厚为 9.6 mm ，孔距为 80 mm，横梁最薄处为 4 mm。

采用六面体网格对横梁进行划分，单元尺寸满足结

构厚度要求。横梁有限元模型如图 1 所示，共计

192 264 个单元。材料弹性模量为 71 GPa，泊松比

为 0.3，阻尼比为 0.025。

首先计算横梁的应变模态，参考试验台工装的

约束方式和位置，在横梁两端上下表面施加全约

束。理论上，模态数量越多则重构的精度越高，但是

会牺牲计算效率。为在保证精度的前提下减少模态

数量，仿真时逐渐增加模态阶数，直至重构精度符合

要求为止。下面以最优模态数 16 为例进行算例说

明，横梁有限元应变模态振型如表 1 所示，表中给出

了横梁前 1~2 阶低阶及 15~16 阶高阶模态主频及

振型。

2.2　传感器优化配置　

传感器配置结果受到节点模态振型影响，由于

每个节点有三向正应变，因此每个方向都可以作为

备选传感器方向。实际测试时受结构限制，无法在

每个方向都布置传感器，且由于传感器本身存在一

定的尺寸，需要考虑实际安装传感器的可行性。

FBG 传感器尺寸为 10 mm，结合横梁 3 维尺寸，本研

究选取备选节点如图 2 所示。

图 1　横梁有限元模型

Fig.1　Finite element model of beam

表 1　横梁有限元应变模态振型

Tab.1　Strain mode shape of beam

模态

阶数

1

2

f/Hz

47.00

65.61

模态振型
模态

阶数

15

16

f/Hz

574.28

617.33

模态振型

图 2　备选节点

Fig.2　Optional nodes list

392



第  2 期 王　燕，等：高速动车组横梁应变场光纤测量与反演研究

综合考虑模态数量和安装成本，笔者选取 30 个

传感器作为模态识别点，3 个备选方向产生 x，y，z，

xy，xz，yz和 xyz等  7 种组合。为得到最佳方向，对

所有方案均进行优化配置，并根据评价准则选出最

优方案。

图 3 给出了 MAC 矩阵非对角元最大值、平均值

和条件数等不同方向的评价准则。由图可以看出，

在多个方向布置传感器不能达到最优效果。有 y方

向参与的方案要优于其他方案，当仅在 y方向布置

时，3 个准则同时达到最小值，其中 MAC 矩阵非对

角元最大值为 0.08，平均值为 0.017，条件数为 6.63，
此时配置效果为最优；有 x方向参与时，3 个准则均

要高于其他方案，当仅在 x方向布置时，3 个准则同

时达到最大值，其中 MAC 矩阵非对角元最大值为

0.55，平均值为 0.188，条件数为 19.53，此时已有部

分模态坐标无法被准确识别。

本研究选择 y方向结果作为最终传感器优化配

置方案，如图 4 所示。

2.3　数值验证　

随机选取 10 个节点对反演效果进行验证，节点

位于孔边或圆弧过渡等应变梯度较大的位置，反演

验证节点位置如图 5 所示。施加幅值为 7.8 kN 的 z

向正弦载荷，载荷采样频率为 100 Hz，时间为 1 s。
基于动力学方法计算节点的三向正应变，进而采用

30 个反演测点的 y向应变反演横梁的全场应变。将

10 个验证节点反演后得到的三向应变与通过动力

学方法得到的应变进行对比，以节点 139 951 为例，

2 种方法得到的节点应变反演验证如图 6 所示。由

图可以看出，节点的三向应变反演值与真实值十分

接近。

为进一步验证所提算法的鲁棒性，在 30 个模态

识别点的仿真信号中，添加噪声水平为 10% 的高斯

图 3　传感器不同方向的评价准则

Fig.3　Evaluation criteria for different directions of sensors

图 4　传感器优化配置方案

Fig.4　Optimal sensor configuration scheme

图 5　反演验证节点位置示意图

Fig.5　Schematic diagram of verification nodes location
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白噪声，采用正则化方法求解模态坐标。节点应变

的反演均方误差如图 7 所示，由图可以看出：未采用

正则化方法的均方误差明显高于正则化结果；对于

x方向，二者最高相差 265.49%；对于 y方向，二者最

高 相 差 252.97%；对 于 z 方 向 ，二 者 最 高 相 差

265.89%。因此，将正则化方法用于全场应变反演，

可以有效减少噪声干扰引起的反演误差，提高了识

别鲁棒性。

3 试验验证

为了进一步验证笔者提出的应变场反演算法，

采用大型液压作动器对横梁进行加载验证，横梁中

部用螺栓固定工装以施加垂向载荷，两端进行固定

约束，加载载荷均值为 10 kN，幅值为 10 kN，台架试

验如图 8 所示。光纤光栅传感器采用环氧胶粘贴在

横梁表面，用于反演的测点与仿真相同，同时另选择

6 个测点用于对比，对比测点方向为 y方向，验证测

点如图 9 所示。为保证测试精度，采用与横梁同材

料的铝合金制成温度补偿片，补偿片不与横梁粘接，

不会由于外力产生应变。每条光纤均额外串联一个

光栅测量补偿片的温漂波长，以抵消温度变化对结

果的影响。测试系统由多通道光纤光栅解调仪及笔

记本电脑组成，试验采样频率为 1 kHz，满足 Nyquist
采样定理。

基于模态坐标识别测点的实测应变逆求模态坐

标，根据对比测点的应变模态振型反演应变。采用

应变幅值及均值的相对误差评价反演精度，对比测

图 6　节点应变反演验证

Fig.6　Node strain reconstruction verification
图 7　节点应变的反演均方误差

Fig.7　Reconstruction mean square error of node strain
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点的幅值和均值相对误差如图 10 所示。由图 10 可

以看出：应变幅值最大反演误差为 10.79%，出现在

测点 db5，最小反演误差为 1.21%，出现在测点 db6；
应 变 均 值 最 大 反 演 误 差 为 35.68%，出 现 在 测 点

db5，最小反演误差为 1.06%，出现在测点 db6。总

体而言，应变幅值的反演误差要低于应变均值的反

演误差。此外，采用均方误差准则评价 2 种数据间

的差异程度，结果如图 11 所示，可以看出，6 个测点

的均方误差在 0.80~3.69 个微应变之间。其中：db3

测点的均方误差最大，为 3.69 个微应变；db6 的均方

误差最小，为 0.80 个微应变。以上结果表明，采用

本研究提出的算法可以在保证精度的前提下，通过

部分测点的数据反演出结构全场应变。

从反演结果可以看出，反演应变和实测应变存

在一定的偏差，其原因如下。

1） 传感器优化配置的输入为有限元应变模态

振型，如果横梁的有限元参数如弹性模量、阻尼比及

约束情况等与实际结构存在偏差，会导致有限元模

态结果不准确，从而影响反演结果的精度。因此，在

实际应用中，可事先采用试验模态方法获得结构真

实的模态响应（如频率、振型等），对比验证有限元模

型的有效性，或进一步根据模型修正方法对有限元

模型进行修正，直至误差精度满足要求。

2） 传感器安装时存在胶粘液涂抹不均匀，可能

导致应变传递效率分布不对称，且传感器位置很难

保证与仿真节点完全重合，而位置上的偏差也会产

生反演误差。另外，由于各测点误差水平不完全一

致，以及反演过程的不适定性，导致各测点误差水平

不同。

3） 有限元模态计算结果表明，孔边应变受高阶

局部模态影响较大，而计算时并未选取全部模态进

行叠加，模态截断会导致结果产生偏差［17］。

因此，对有限元模型进行修正，保证传感器安装

位置的精度，可提高反演准确度。

4 结  论

1） 针对高速动车组车体底架横梁结构，研究了

一种基于模态叠加法和光纤光栅传感器的应变场反

演方法。根据有限元应变模态优化传感器布局，搭

建光纤光栅应变传感系统，采集应变数据识别模态

坐标，反演结构应变场。

2） 有限元数值仿真结果表明，在无噪声干扰的

条件下，节点重构最大误差为 9.87×10-12；有噪声干

扰的条件下，采用正则化方法可以有效抑制噪声对

反演的影响。

3） 实测数据结果表明，测点的反演误差均在工

程可接受范围之内，其中应变幅值最大反演相对误

差为 10.79%，最小反演相对误差为 1.21%，实测数

据和反演数据的均方误差在 0.80~3.69 个微应变

之间。

4） 本研究对象为铝合金横梁，具有各向同性的

力学性质，而对于各向异性材料如复合材料，本研究

方法的适用性需进一步验证。

图 11　均方误差

Fig.11　Mean square error

图 10　相对误差

Fig.10　Relative error

图 8　台架试验

Fig.8　Bench test

图 9　验证测点

Fig.9　Verification measuring points
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