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基于 MF⁃EI法的水闸底板脱空参数反演
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摘要  为了更好地解决水工结构以损伤诊断为目标的传感器布置问题，以软基水闸为研究对象、水闸底板脱空为损

伤类型，针对传统有效独立法未考虑结构损伤信息的缺陷，将模态柔度作为结构损伤敏感特征量，并引入结构的模

态柔度修正有效独立法，提出基于模态柔度 ⁃有效独立法（modal flexibility⁃effective independent method，简称 MF⁃
EI）的水闸底板脱空参数反演方法。采用模态置信准则、Fisher信息阵、条件数准则和奇异值分解比准则 4 种评价指

标，分别对距离系数⁃有效独立法（distance coefficient⁃effective independence method，简称 DC⁃EI）、有效独立⁃总位移

法（effective independence⁃total displacement method，简称 EI⁃TD）和 MF⁃EI 法进行评价，并将 3 种方法得到的布置

方案应用到不同工况下软基水闸底板脱空动力学反演中，对比分析 3 种方法各工况脱空参数的反演结果。结果表

明：MF⁃EI 法测得的模态矩阵具有更好的正交性、可观测性和模态扩阶性，同时保留了对软基水闸底板脱空敏感的

损伤信息，3 种工况下的脱空参数反演识别精度分别提高至 97.5%，96.1% 和 75.9%，是一种较为有效的水闸底板脱

空参数反演方法。
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引  言

传感器布置系统是结构健康监测的首要环节，不

仅直接影响结构动力特征参数测试精度，也是诊断结

构安全与否的关键。在实际工程中，如何利用有限的

传感器来获得较全面的结构信息，进而为工程结构的

健康监测提供更完备的模态信息十分重要。

传感器优化布置方法大致分为对目标函数进行

优化的传统算法和对采用搜索技术优化的非传统算

法。传统算法主要包括有效独立法（effective inde⁃
pendence method，简称 EI）、运动能量法、正交三角

分解法等；非传统算法主要有遗传算法、萤火虫算法

等。其中，有效独立法是实际工程中应用最广的有

效方法，但其具有一定的局限性。Meo 等［1］针对测

点能量易丢失的问题，利用驱动点残差系数对有效

独立法进行修正，提出了有效独立 ⁃驱动点残差法，

并将其应用在桥梁中。杨雅勋等［2］选取自由度的模

态应变能修正有效独立法，提出了能量系数⁃有效独

立法，适用于桥梁的传感器优化布置。何龙军等［3］

提出了距离系数⁃有效独立法，并应用于高拱坝的传

感器优化布置中。张建伟等［4］提出了有效独立 ⁃总
位移法，并将其用于拱坝等大型水工结构中。Vin⁃

cenzi等［5］基于信息熵理论将距离和模态的预测误差

相关性矩阵作为目标函数，用于解决桥梁振动中的

传感器优化布置问题。

有效独立法以获得模态空间估计最佳的测点布

置为目的，但不能保留对结构损伤敏感的测点。针对

这一局限性，笔者选取模态柔度作为结构损伤敏感特

征量，将模态柔度以权重的方式修正有效独立法，提

出 MF⁃EI法，并与应用到水工结构中的 DC⁃EI法［3］、

EI⁃TD 法［4］进行比较。本研究以软基水闸为研究对

象，以水闸底板脱空为损伤类型，分别运用 3种方法进

行测点布置，采用模态置信准则、Fisher信息阵、条件

数准则和奇异值分解比准则 4种评价准则对布置方案

进行评价，同时将该 3种方法运用到不同工况下软基

水闸底板脱空参数反演中，验证了方法的有效性。

1 水闸底板脱空参数反演基本原理

1.1　有效独立法　

有效独立法是应用最广泛的传感器优化布置方

法之一，其从所有候选测点出发，依次删除对目标模

态向量线性无关贡献最小的自由度，从而通过有限

个传感器获得模态信息尽可能多的传感器优化布置
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方案。

根据模态叠加原理，结构动力输出信息为

U=Φq+ s （1）
其中：Φ为模态向量；q为模态坐标向量；s为方差的

高斯白噪声。

根据最小二乘法获得模态坐标 q的有效无偏差

估计，则 q的协方差矩阵为

P= E [ ( q- q̄ ) ( q- q̄ )T ]=

[ 1
σ 2 Φ

TΦ ]-1 = 1
σ 2 [Q ]-1

（2）

其中：Q为 Fisher信息矩阵。

当 Q为极大值时，估计误差的协方差矩阵最

小，模态坐标向量就能获得最佳估计。

各自由度对目标模态线性无关贡献的有效独立

矩阵 E为

E=Φ [ΦTΦ ]
-1
ΦT （3）

E为幂等矩阵，对角元素为该自由度对模态矩

阵线性无关的贡献值，逐步删除贡献值较小的自由

度，就能得到传感器的最佳布置点位。

1.2　模态柔度⁃有效独立法　

基于有效独立法的传感器优化布置以目标模态

向量线性无关为目的，会使选取的测点丢失结构损

伤信息。结构健康监测中常采用固有频率和振型对

结构进行损伤诊断，但结构固有频率和振型对结构

损伤灵敏度不高，不能对结构进行准确的损伤定

位。由于结构模态柔度对结构损伤的敏感程度优于

频率和振型，同时在实际测试中，高阶模态难以获

取，而模态柔度只需通过低阶模态便可较精准地获

得［6］，因此笔者选取模态柔度作为结构的损伤敏感

特征量。

对于无阻尼自由振动系统，结构的振动特征方

程为

KΦ=MΦΛ （4）
其中：K，M，Φ，Λ分别为结构的刚度矩阵、质量矩

阵、特征向量和特征值。

Λ为对角矩阵，即

Λ=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
w 2

1

      w 2
2

           ⋱
                 w 2

n

（5）

其中：wi为结构第 i阶的固有频率。

在对结构进行模态分析时，要将振型进行归一

化，结构的振型向量与质量矩阵应满足正交化，即

ΦTMΦ= I （6）

将式（4）两边同时左乘ΦT，再将式（5）代入可得

ΦTKΦ= Λ （7）
对式（7）两边同时求逆可得

(ΦT )-1K-1Φ-1 = Λ-1 （8）
结构的刚度矩阵与柔度矩阵互为逆矩阵，由

式（7）可得结构的模态柔度 F为

F= K-1 =ΦΛ-1ΦT = ∑
i= 1

n ϕiϕT
i

w 2
i

（9）

为更好地理解柔度矩阵中各元素的含义，经运

算后结构的模态柔度可表示为
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其中：w为结构固有频率；ϕ为结构模态振型；r为模

态阶数。

柔度矩阵内的单个元素 Fij = ∑
r= 1

n ϕri ϕrj
w 2

r

，其物理

意义是在结构 j点施加单位集中力时 i点产生的位

移，即模态柔度。由矩阵对角元素的物理意义可知，

对角元素对结构刚度的变化比较敏感，因此选取柔

度矩阵的对角元素作为结构损伤指标。

当结构发生损伤时，对损伤敏感的测点产生的

模态柔度一般都较大。笔者针对有效独立法的不

足，考虑结构损伤信息，结合自由度对结构损伤敏感

性和对模态线性独立的贡献度，提出 MF⁃EI 法。具

体步骤如下：

1） 建立结构有限元模型，进行模态分析，提取

结构的固有频率w和振型 ϕ；

2） 根据式（10）计算出所有待选自由度各阶的

模态柔度之和 λi = ∑
r= 1

n ϕri ϕri
w 2

r

，同时计算出所有自由度

的模态柔度总和 λ= ∑
i= 1

m

λi（m为测点个数），并采用

每个自由度模态柔度的百分比作为自由度对结构的

损伤敏感度，则每个自由度对结构的损伤敏感度为

δi = λi λ （11）
3） 根据式（3）计算各自由度对目标模态向量线

性无关的贡献度 Eii以及所有自由度贡献度之和 E，

则各自由度贡献值占比为

ηi = Eii E （12）
4） 计算所有待选自由度对目标模态向量的总
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贡献值 αi
αi = δi + ηi （13）

5） 选取 αi最大值对应的自由度作为测点位置，

将剩余候选自由度组成新的模态矩阵，重复步骤

2~4，直到所得自由度为预定的传感器数目，得到基

于 MF⁃EI法传感器优化布置方案。

1.3　水闸底板脱空参数反演　

1.3.1　响应面数学代理模型　

在水闸底板脱空参数反演过程中，为表达模态

参数与脱空参数的非线性数学关系，构造响应面数

学模型代替有限元模型，采用 3 阶多项式并含二次

交叉响应面数学方程描述脱空参数 di与模态柔度 F

之间的非线性关系，具体表达式为

Fpq ( di )= αp + ∑
i= 1

n

αpqi di + ∑
i= 1

n- 1

∑
j= i+ 1

n

αpqij didj +

∑
i= 1

n

αpqii d 2
i + ∑

i= 1

n

αpqiii d 3
i     （14）

其中：Fpq为不同脱空工况下的第 p阶、第 q节点的模

态柔度；di ∈[ d l
i，d u

i ]，为待反演识别的脱空参数；

d l
i，d u

i 分别为脱空范围取值的上限和下限；αpqij为第

p阶、第 q节点的模态柔度与脱空参数 di和 dj间的响

应面数学方程待定系数。

采用拉丁超立方抽样法在脱空参数取值范围内

抽取 2 000 组参数样本，作为有限元模型脱空参数

输入进行模态分析，得出不同脱空工况下的模态信

息，并计算各节点的模态柔度值。根据式（14）采用

多元回归分析的方法拟合模态柔度与水闸底板脱空

参数之间的待定系数，从而确定响应面数学代理

模型。

1.3.2　水闸底板脱空参数反演的目标函数　

将水闸的模态柔度与响应面数学模型计算得到

模态柔度的相对偏差作为目标函数 J*，比较水闸各

测点节点模态柔度的响应面数学模型计算值与水闸

模型各节点的识别值，将软基水闸底板脱空参数的

反演表示为目标函数的最优化求解，并采用遗传算

法求解目标函数的最优解。构造的目标函数为

J ∗ = ∑
p= 1

M

∑
q= 1

N ( )1 - Fpq

F *
pq

2

（15）

其中：F *
pq，Fpq 分别为测点 q的第 p阶模态柔度识别

值和响应面代理模型计算值；N为测点个数；M为模

态阶数。

1.4　水闸底板脱空参数反演基本流程　

基于 MF⁃EI 法的水闸底板脱空参数反演流程

如图 1 所示。

2 算例分析

2.1　水闸模型　

笔者采用图 2 所示的软基水闸模型为研究对

象，以水闸底板脱空为损伤类型，利用合理的传感器

优化布置实现软基水闸底板脱空区域识别。该水闸

模型的比例为 1∶10，模型基本尺寸为：顺水流方向

长 1.44 m，垂直水流方向宽 1.36 m，闸墩高为 1.6 m，

闸墩与底板厚度均为 0.16 m。模型采用 Solid65 单

元，模型材料参数见文献［7］。因为只需研究结构固

有属性，故只施加垂直底板四边约束和重力约束。

采用温克尔地基模型，定义 Surface 154 单元附着于

水 闸 底 板 ，设 置 弹 性 地 基 刚 度（elastic foundation 
stiffness， EFS）值模拟图 2（a）中的地基 ，通过将

EFS 值置为零来模拟水闸底板脱空的区域，最终的

有限元模型如图 2（b）所示。

图 1　水闸底板脱空参数反演流程图

Fig.1　Flow chart of inversion parameters ofsluice floor voiding 
parameters
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2.2　软基水闸底板脱空工况设置　

笔者设置两种单侧脱空工况和一种相对侧脱空

工况进行传感器优化布置，软基水闸底板脱空区域

示 意 图 如 图 3 所 示 。 通 过 设 置 脱 空 参 数 di ( i=
1，2，⋯，n ) 控制脱空区域的范围，软基水闸底板各

工况脱空参数如表 1 所示。

2.3　传感器优化布置方案　

水闸的传感器可布置区域为两侧闸墩内侧，共

2 170 个可布测点，待布置传感器数目为 20 个。在

振动测试中一般只能测到结构的低阶模态，笔者提

取水闸的前 4 阶模态，利用 ANSYS 软件对水闸进行

模态分析。根据模态分析的结果分别运用 DC⁃EI

法、EI⁃TD法及 MF⁃EI法对设置的 3种脱空工况进行

传感器优化布置，得到测点布置图如图 4~6所示。

2.4　方案评价　

2.4.1　模态置信准则　

模态置信准则可以判别结构模态向量线性独立

的好坏，是衡量模态向量交角的有效数学工具，其表

达式为

MAC ij =
( ϕT

i ϕj )2

( ϕT
i ϕi ) ( ϕT

j ϕj )
（16）

其中：ϕi，ϕj分别为第 i，j阶的模态向量。

MAC 矩阵的非对角元素表示不同模态向量的

交角情况：当 MAC ij ( i≠ j ) 值为 1 时，说明第 i阶与

第 j阶向量线性相关，两阶向量独立性最差；当

MAC ij ( i≠ j ) 值为 0 时，说明第 i阶与第 j阶向量线

性无关，两阶向量独立性最好。所以 MAC ij ( i≠ j )
越接近 0，越能反映出结构的动力特性。

通常选取如下函数作为评价指标

图 2 软基水闸模型

Fig.2　Model of the soft foundation sluice

图 5 基于 EI⁃TD 法的测点布置图

Fig.5 Layout of measuring points based on EI⁃TD method

图 3　软基水闸底板脱空区域示意图

Fig.3　Schematic diagram of the vacant area of the floor 
sluice on soft foundation

图 6 基于 MF⁃EI法的测点布置图

Fig.6 Layout of measuring points based on MF⁃EI method

表 1　软基水闸底板各工况脱空参数

Tab.1　Void parameters in various working conditions 
of the floor sluice on soft foundation m

脱空参数

d1

d2

d3

d4

d5

d6

d7

d8

d9

d10

工况 1
0.21
0.31
0.48
0.35
0.18
―

―

―

―

―

工况 2
0.21
0.48
0.63
0.36
0.24
―

―

―

―

―

工况 3
0.21
0.48
0.63
0.36
0.24
0.11
0.23
0.36
0.28
0.12

图 4 基于 DC⁃EI法的测点布置图

Fig.4 Layout of measuring points based on DC⁃EI method
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f1 = (MAC ij )max （17）
f1 值越小表示所得结构模态向量独立性越好，

各工况下 3 种方法的 MAC 矩阵图如图 7~9 所示。

3 种方法的MAC矩阵评价指标如表 2 所示，通过比

较可得，DC⁃EI 法、EI⁃TD 法及 MF⁃EI 法在 3 种工况

中最小值分别为 0.166，0.245 和 0.067，说明本研究

所提方法相比 DC⁃EI 法和 EI⁃TD 法能获得线性独

立较好的模态向量，最能反映结构的动力特性。

2.4.2　Fisher 信息阵　

本研究采用 Fisher 信息矩阵的行列式 f2 作为评

价指标，信息阵的行列式值越大越好。 3 种方法

Fisher 信息矩阵行列式值如表 3 所示。由表可知，

DC⁃EI 法、EI⁃TD 法及 MF⁃EI 法在 3 种工况中对应

的 信 息 矩 阵 行 列 式 最 大 值 分 别 为 1.478×10-10，

2.282×10-10 和 4.361×10-10，说明本研究 MF⁃EI 法

表 2　3种方法的 MAC矩阵评价指标

Tab.2　MAC matrix evaluation indicators of the three 
methods

评价指标

f1

工况

1
2
3

DC⁃EI法
0.243
0.166
0.723

EI⁃TD 法

0.245
0.357
0.786

MF⁃EI法
0.067
0.165
0.792

图 7 DC⁃EI法 MAC 矩阵图

Fig.7　MAC matrix diagram of distance coefficient⁃effective independent method

图 8 EI⁃TD 法 MAC 矩阵图

Fig.8　MAC matrix diagram of effective independent⁃total displacement method

图 9 MF⁃EI法 MAC 矩阵图

Fig.9　MAC matrix diagram of modal compliance⁃effective independent method
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在保留结构模态信息方面表现较好。

2.4.3　条件数准则　

由矩阵理论可知，矩阵条件数是评价模态矩阵

是否病态的一种度量，矩阵的条件数越接近 1，表明

矩阵性态越稳定。本研究选取模态矩阵的 2⁃范条件

数作为评价指标，模态矩阵的条件数越小越好。3
种方法的模态矩阵条件数如表 4 所示，DC⁃EI法、EI⁃
TD 法及 MF⁃EI 法在 3 种工况中对应的模态矩阵条

件数最小值分别为 25.60，22.14 和 15.95，说明本研

究方法可获得性态良好的模态矩阵。

2.4.4　奇异值分解比准则　

奇异值分解比是特征向量的最大奇异值和最小

奇异值的比值，该准则可以用来衡量传感器布置位

置的好坏，也可以反映模态的扩阶问题和模态的可

识别性，若模态矩阵的奇异值分解比较大，模态扩阶

结果误差较大，结构模态不易识别。3种方法的奇异

值分解比如表 5 所示。由表可知，DC⁃EI 法、EI⁃TD
法及 MF⁃EI法在 3 种工况中对应的奇异值分解比最

小值分别为 25.64，22.09 和 16.20，模态柔度 ⁃有效独

立法较其他 2种方法最小，说明本研究方法在模态正

交性、可观测以及模态扩阶方面具有较大优势。

2.5　软基水闸底板脱空参数反演结果　

根据上述评价准则可知，MF⁃EI 法所得到的目

标模态向量各项指标都具有较大优势。为验证该方

法对水闸底板脱空参数识别是否可行，采用 DC⁃EI
法，EI⁃TD 法和 MF⁃EI 法获得的模态参数进行软基

水闸底板脱空动力学反演，其中本研究动力学反演

过程中的模态参数为模态柔度。不同方法各工况软

基水闸底板脱空参数识别值与实际值对比如图 10
所示。选取脱空参数最大相对误差值 f5 和平均相对

误差值 f6 作为评价指标，不同方法各工况脱空参数

识别误差值如表 6 所示。由表 6 可知，DC⁃EI 法、EI⁃
TD 法及 MF⁃EI 法单侧脱空形式的脱空参数识别平

均相对误差最小值分别为 15.5%，9.6% 和 2.5%。

表 5　3种方法的奇异值分解比

Tab.5　Singular value decomposition ratios of the three 
methods

评价指标

f4

工况

1
2
3

DC⁃EI法
25.64
39.40

102.89

EI⁃TD 法

22.09
37.70

101.36

MF⁃EI法
16.20
24.48
76.52

表 3　3种方法 Fisher信息矩阵行列式值

Tab.3　Fisher information matrix determinant of the 
three methods

评价指标

f2

工况

1
2
3

DC⁃EI法
1.478×10-10

4.190×10-11

4.655×10-12

EI⁃TD 法

2.282×10-10

5.837×10-11

6.552×10-12

MF⁃EI法
4.361×10-10

1.493×10-10

1.194×10-11

表 6　不同方法各工况脱空参数识别误差值

Tab.6　Identification error values of void parameters in different working conditions of different methods %

评价指标

f5

工况

1
2
3

DC⁃EI法
41.6
29.8
72.3

EI⁃TD 法

21.6
25.4
80.9

MF⁃EI法
3.9
7.1

61.7

评价指标

f6

工况

1
2
3

DC⁃EI法
18.5
15.5
24.4

EI⁃TD 法

11.5
9.6

33.7

MF⁃EI法
2.5
3.9

24.1

图 10 不同工况下脱空参数识别值与实际值对比图

Fig.10 Comparison of the identification value and actual value of the void parameter under different working conditions

表 4　3种方法的模态矩阵条件数

Tab.4　Modal matrix condition numbers of the three 
methods

评价指标

f3

工况

1
2
3

DC⁃EI法
25.60
39.70

104.49

EI⁃TD 法

22.14
37.89

101.99

MF⁃EI法
15.95
24.57
76.82
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对于双侧脱空形式，由于脱空参数较多，脱空参数反

演识别精度较单侧脱空形式较低，其平均相对误差

分别为 24.4%，33.7% 和 24.1%。这说明 MF⁃EI 法
不仅获得性态良好的模态矩阵，同时还包含更多的

结构损伤信息，具有较好的软基水闸底板脱空参数

反演识别效果。

3 结  论

1） 考虑到模态柔度对结构损伤的敏感性，利用

低阶模态便可获得较精确模态柔度的优点，引入模

态柔度对有效独立法进行合理修正，提出了一种可

提高结构损伤敏感性的传感器优化布置方法。将本

研究方法与 DC⁃EI 法、EI⁃TD 法应用到 3 种软基水

闸底板脱空工况的传感器优化布置中，分别得到传

感器数目为 20 时的 9 种布置方案。

2） 分别运用模态置信准则、Fisher信息阵、条件

数准则和奇异值分解比准则对 3 种方法不同工况下

得到的布置方案进行全面评价。结果表明：MF⁃EI
法在解决软基水闸底板脱空的传感器优化布置问题

时，在保证模态信息独立性的同时，可获得性态更好

的模态矩阵、较优的模态正交性、可观测性以及较小

的模态扩阶误差。

3） 分别将 3 种方法布置方案得到的模态矩阵运

用到软基水闸底板脱空参数动力学反演中，结果表

明，MF⁃EI 法获得的模态矩阵更能反映软基水闸底

板脱空信息，3 种工况的脱空参数反演识别精度分

别提高至 97.5%，96.1% 和 75.9%，对实际水闸底板

脱空参数反演具有一定的参考价值。

4） 从测点结果来看，MF⁃EI 法在 2 种单侧脱空

工况下计算出的测点重合，且与双侧脱空工况只有

一个未重合测点，说明 MF⁃EI 法对于不同脱空区域

具有较好的普适性。对于实际工程中的测点布置，

在振动传感器有限的情况下，选取不同工况得到的

共同测点即可。
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