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基于荷载等效理论的柱体结构剪切变形解析
∗
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摘要  为了提高具有铁木辛科梁性质的柱体结构剪切变形的计算效率和精度，基于荷载等效分布理论、节点解析法

以及具有正交内插特性的铁木辛柯梁理论，提出了一种高效求解梁柱节点剪切变形位移的等效分布荷载‑有限元算

法，并通过研究 2 种工况算例验证了算法的可靠性。结果表明：该算法利用非常少的单元（1 个或 2 个单元）便可以

获得位移、旋转角、剪切力和弯矩的高精度近似解；其他基于位移的方法，如简化积分法，大约需要 40 个单元才能获

得类似的结果。所提方法可以在不同的连接条件下直接获得铁木辛柯梁柱的稳定函数和弯曲荷载，有效提高了柱

体结构剪切变形有限元分析解的精确性。
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引  言

在基于位移的有限元法中，一些学者使用同质

微分方程的解作为有限元位移场的形函数，获得了

节点精确位移解。文献［1‑2］提出了一种微分方程

的非自伴随算子求解方法，在非对角阵中使用加权

函数的条件下，得到了方程伴随算子的齐次微分方

程的解。文献［3‑4］研究了基于节点非线性板单元

的精度解。在结构领域中，文献［5‑6］将其应用于铁

木辛柯梁模型，使用齐次微分方程组解的形函数证

明了单元不受阻塞现象的影响。Balobanov 等［7］采

用精确节点解的有限元法，分析铁木辛柯梁模型的

自由波传播与频率响应规律。Rajasekaran 等［8］将精

确节点解的有限元法和等效分布荷载概念应用于伯

努利‑欧拉梁模型中，以模拟具有单个或多个裂纹梁

的双向功能梯度刚度变化。文献［9‑11］将精确节点

解的有限元法和等效分布荷载概念都应用到铁木辛

柯梁模型中。文献［12‑13］将等效分布荷载概念应

用于伯努利‑欧拉模型中柱结构的屈曲分析，揭示了

柱结构在轴向拉拔荷载作用下的破坏行为。

笔者认为铁木辛柯柱是伯努利 ‑欧拉柱的一种

特殊情况，基于等效分布荷载‑有限元法提出了铁木

辛柯柱的精确节点解的有限元理论，该方法可以直

接获得 2 种类型支柱的弯曲荷载和稳定性函数。本

研究基于等效分布荷载与正交内插的有限元方法，

在每个有限元内对力、位移及旋转角进行近似求解，

并通过 2 个算例说明了该方法的优点。这些有限元

法在铁木辛柯模型中的应用非常有效，主要体现在

具有剪切变形的梁柱中［14‑16］。

1 精确节点解的有限元计算理论

铁木辛柯柱的微分方程为 L (U )= F［17］，则有
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ú-( kAG (w′- ψ ) )′+( Pw′)′

-( EIψ′)′- kAG (w′- ψ )

U= [ ]w ψ
T

F= [ ]f 0
T

（1）

其中：w为位移；ψ为旋转角；P为荷载；k，A，G分别

为剪切力、截面面积和剪切刚度模量的校正因子。

假设 H为刚性 EI，K为 kAG的积，式（1）可表

示为

-( K (w′- ψ ) )′+( Pw′)′=
f-(Hψ′)′- K (w′- ψ )= 0 （2）

通过对原系统 V= [ v θ ] T
进行加权，并在一

般子区间 [α，β ]上进行相应的分段积分，得到了类

似的变分公式为
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b (U，V ) = l (V ) + ∑
i= 1

4

li(V ) l̂ i( )U （3）

双线性和线性形式［18］分别为
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b ( )U，V = a ( )U，V -∫
α

β

Pw′v′dx

a ( )U，V =∫
α

β

{ }Hψ′θ ′+ K ( )w′- ψ ( )v′- θ dx

l ( )V =∫
α

β

vfdx

（4）
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l1( )V = v ( )α
l2( )V = θ ( )α
l3( )V = v ( )β
l4( )V = θ ( )β

（5）
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l̂1( )U = [ ]-K (w′- ψ )
x= α

+ Pw′( α )

l̂2( )U = [ ]-Hψ′
x= α

l̂3( )U = [ ]-K (w′- ψ )
x= β

- Pw′( β )

l̂4( )U = [ ]Hψ′
x= β

（6）

例如，在 x= a端和 x= b端自由嵌套的零件，

在自由端受到恒定轴向力 P和荷载 FH作用，此时梁

柱弯矩M的变分问题可表示为

(w，ψ ) ∈H 1
0 ( Ω ) H 1

0 ( Ω ) （7）
即
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∫
a

b

{ }Hψ′θ ′+ K ( )w′- ψ ( )v′- θ - Pw′v′ dx=

         ∫
a

b

fvdx+ FH v ( )b +Mθ ( )b

∀ ( )v，θ ∈H 1
0 ( )Ω H 1

0 ( )Ω

（8）

其中：H 1
0 ( Ω ) 为函数 g的索伯列夫空间，g ′∈ L2( Ω )，

g ( a )= 0。
该问题的唯一解是使能量泛函静止的解，即

I ( )w，ψ =∫
a

b{ }H
2 ψ

2 + K
2 ( )w′- ψ

2 - P
2 w′

2 dx-

( )∫
a

b

fwdx+ FHw ( )b +Mψ ( )b （9）

双线性形式的对称性允许在任何子区间或总区

间上表示，即

b ( )U，V =∫
α

β

V T L ( )U dx+ ∑
i= 1

4

li( )V l̂i( )U =

∫
α

β

U T L ( )V dx+ ∑
i= 1

4

li( )U l̂i( )V （10）

式（10）取加权函数，使其为铁木辛柯柱齐次方

程的解，得到

b (U，V )= ∑
i= 1

4

li( )U l̂i(V ) （11）

式（11）不依赖于 U在子区间内的值的双线性

形式，单元的变分方程为

b (U，V )= l (V ) + ∑
i= 1

4

li( )V l̂i(U ) （12）

根据式（11）与式（12）可以得出

∑
i= 1

4

li( )U l̂i(V ) = l (V ) + ∑
i= 1

4

li( )V l̂i(U ) （13）

因此，有限元平衡方程的构造，即在局部方程和

全 局 方 程 2 种 情 况 下 ，均 得 到 了 方 程 的 解 N i =

[N 1i N 2i ] T
，i= 1~4。这些函数构成了插值的拉格

朗日基函数，即 li ( N j )= δij，i，j= 1~4。在这种情

况下，微分方程组为

ì
í
î

H 1ψ‴+ Pψ′= f

w ′= ψ- mψ″
（14）

其中：H 1 = H ( 1 - P K )；m= H K。

[ α，β ]中的平衡方程为

K eue = f e + qe （15）
其中：ue为节点位移；qe为等效节点荷载；f e为为平

衡节点。

ue，qe和 f e分别表示为

ue = [ ]ue1 ue2 ue3 ue4
T =

[ ]w ( )α ψ ( )α w ( )β ψ ( )β T
（16）

f e = [ f e1 f e2 f e3 f e4 ] T
（17）

f ei =∫
α

β

fN 1idx    ( i= 1~4 ) （18）
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qe = [ ]qe1 qe2 qe3 qe4
T

qei = l̂ i( )U     ( i= 1~4 )
（19）

局 部 刚 度 矩 阵 K e = [ k eij ] 的 单 元 为 k eij =
b ( N i，N j )，可通过积分形式计算，即

k eij = b ( )N i，N j =∫
α

β

HN ′2i N ′2jdx+

∫
α

β

K ( )N ′1i - N 2i ( )N ′1j - N 2j dx-∫
α

β

PN ′1i N ′1jdx

（20）
也 可 以 通 过 式（12）和 式（20）推 导 出 形 函

数［8，11，18］，即

k eij = b ( )N i，N j = ∑
n= 1

4

ln( )N i l̂n ( )N j =

∑
n= 1

4

δni l̂n ( )N j = l̂ i( )N j （21）

铁木辛柯柱 K e
PT和伯努利‑欧拉柱 K e

BE的精确单

元刚度矩阵分别为
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K e
PT = H 1

Δ̄
×
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ú-r 3
1 s1 ρr 2

1 ( )c1 - 1 r 3
1 s1 ρr 2

1 ( )c1 - 1
ρr1 ( )hr1 c1 - ρs1 ρr 2

1 ( )1 - c1 ρr1 ( )ρs1 - hr1

-r 3
1 s1 ρr 2

1 ( )1 - c1

SIM ρr1 ( )hr1 c1 - ρs1

（22）
其 中 ：H 1 = H ( 1 - P/K )；m= H/K；r1 = P/H 1 ；

h= β- α； c1 = cos ( r1h )； s1 = sin ( r1h )； ρ= 1 + 
r 2

1 m；Δ̄= 2ρ ( c1 - 1 )+ hr1 s1；SIM 为局部坐标系中

的刚度矩阵。

K e
BE =

H
Δ

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú-r 3 s r 2( )c- 1 r 3 s r 2( )c- 1
r ( )hrc- s r 2( )1 - c r ( )s- hr

-r 3 s r 2( )1 - c

SIM r ( )hrc- s

（m=0） （23）
其 中 ：r= P/H；h= β- α；c= cos( rh )；s=
sin ( rh )；Δ= hrs+ 2( c- 1 )。

式（22）所示单元内只考虑剪切变形和扭转变

形，忽略了轴向变形。因此，K e
PT 和 K e

BE 的精确单元

刚度矩阵分别为 4×4 矩阵，其中：第 1、第 3 列对应

扭转自由度；第 2、第 4 行对应切向自由度。

2 弯曲荷载和稳定性特性

当考虑到剪切变形时，弯曲荷载的值会变小。

该荷载是 P的最小正值，其抵消了还原矩阵 K e
PT 的

行列式，即相应特征值问题的基本边界条件。

对于长度为 L的横梁柱，两端（节点 1 和节点 2）
铰接，单元刚度矩阵 K e

PT 被简化为式（22）的第 2、第
4 行和第 2、第 4 列中的矩阵（4 个单元），取消相应的

行列式并用 L替代 h，令剩下的行列式等于 0，可求

得稳定临界平衡方程为

( )H 1

Δ̄

|

|

|

|
||
|

||

|

|

|
||
|

| ρr1 ( )Lr1 c1 - ρs1 ρr1 ( )ρs1 - Lr1

ρr1 ( )ρs1 - Lr1 ρr1 ( )Lr1 c1 - ρs1

= 0 （24）

将式（24）作相应运算后得到

(H 2
1 /Δ̄ ) Lρr 3

1 s1 = 0 （25）
假设 s1 = sin ( r1L )= 0，取最小的正根 r1L= π，

得到弯曲荷载为

P= r 2
1 H/( 1 + mr 2

1 ) （26）
由 r1 = P H 1 推导出的两端铰接临界弯曲荷

载为

PcrT = ( )π2H
L2 ( )1 + π2H

L2K
（27）

对于长度为 L的横梁柱，在一端嵌套（节点 1）、

另一端自由（节点 2）的工况下，K e
PT简化为式（22）中

的第 3、第 4 行和第 3、第 4 列中的矩阵（4 个单元），取

消相应的行列式并用 L替代 h后，令剩下的行列式

等于 0，可求得稳定临界平衡方程为

( )H 1

Δ̄

|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| -r 3

1 s1 ρr 2
1 ( )1 - c1

ρr 2
1 ( )1 - c1 ρr1 ( )Lr1 c1 - ρs1

= 0 （28）

将式（28）作相应运算后得到

(H 2
1 /Δ̄ ) c1 ρr 4

1 = 0 （29）
假 设 c1 = cos ( r1L )= 0，取 最 小 正 根 r1 =

π ( 2L )，代入式（26）中，则一端自由、另一端固定的

临界弯曲荷载为

PcrT = ( )π2H
4L2 ( )1 + π2H

4L2K
（30）

对于两端嵌套的工况，K e
PT为式（22）所示的 4×

4 矩阵（10 个单元），得到稳定临界平衡方程为
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×
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ú-r 3
1 s1 ρr 2

1 ( )c1-1 r 3
1 s1 ρr 2

1 ( )c1-1
ρr1 ( )hr1 c1-ρs1 ρr 2

1 ( )1-c1 ρr1 ( )ρs1-hr1

-r 3
1 s1 ρr 2

1 ( )1-c1

SIM ρr1 ( )hr1 c1-ρs1

=0

（31）
类似地，求得两端嵌套的临界弯曲荷载为

PcrT = ( )2π2H
3L2 ( )1 + 2π2H

3L2K
（32）

按照文献［18］的方法，取消了矩阵 K e
PT 的行列

式，得到了精确的嵌入式加工柱和嵌入式铰接柱的

弯曲荷载值。根据伯努利‑欧拉柱的弯曲荷载，当柱

的构型是嵌套 ‑自由式、铰接 ‑铰接式和嵌套 ‑嵌套式

时，铁木辛柯柱的临界弯曲荷载可设为

PcrT = PcrE ( )1 + PcrE/K （33）
式（33）也适用于两端具有相同刚度的弹性嵌

套柱。

当柱的构型是嵌套‑铰接式时，有近似表达式为

PcrT ≈ PcrE ( )1 + 1.1PcrE/K （34）
由式（22）可以直接得到稳定性函数。对于长

度为 L、两端铰接的横梁柱，其力矩与弯矩的关系为
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M 1
= H 1
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úρr1 ( )Lr1 c1 - ρs1 ρr1 ( )ρs1 - Lr1

ρr1 ( )ρs1 - Lr1 ρr1 ( )Lr1 c1 - ρs1

é
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ê
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ψ 1

ψ 2

（35）
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在式（35）中代入 x= r1L ( 无量纲 )，得到
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úx ( x cos x- ρ sin x )
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x ( ρ sin x- x )
Δ̄

x ( ρ sin x- x )
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x ( x cos x- ρ sin x )
Δ̄
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ψ 1

ψ 2

（36）
假设 ρ和 Δ̄为 x的函数，则有
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ρ= 1 +( x/L )2m

Δ̄= 2[ ]1 +( x/L )2m ( cos x- 1 )+ x sin x
（37）

同样，将式（26）代入 x= r1L ( 无量纲 )，得到

P= ( x/L )2H ( )1 +( x/L )2m （38）
荷载 P和 x的二元关系如图 1 所示。

式（36）可以写成经典形式，即
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úúúús̄ s̄c̄

s̄c̄ s̄
é

ë
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úúúú

ψ 1

ψ 2
（39）

其中：s̄= x ( x cos x- ρ sin x )
Δ̄

；s̄c̄= x ( ρ sin x- x )
Δ̄

；

c̄= ρ sin x- x
x cos x- ρ sin x。

当 L=5 m，m=0.26 时，矩形截面的稳定性函数

如图 2 所示。

这些稳定性函数通常用于伯努利 ‑欧拉梁柱和

铁木辛柯柱以及寻找框架的临界荷载值［14］ ，本研究

可以直接从刚度矩阵中构建 2 个混凝土支柱模型的

稳定性函数。图 2 除了表示稳定性函数 s̄和 c̄外，还

表示了稳定性函数 s̄c̄和 s̄2 ( 1 - c̄2 )。后者是式（36）
矩阵的行列式，根据式（27）和式（38），该表达式在

x= π 处对应的值被消去，则对应于 PcrT的值。

3 等效分布荷载

复数域分解形式为 [ a，b] = ∪
i= 1

n- 1

[ ]xi，xi+ 1 ，考虑

了等效分布荷载的概念。在 [α，β ]中，验证了代表

等效节点标量积相等的情况，即

∫
α

β

fN 1idx=∫
α

β

f̄N 1idx    ( i= 1~4 ) （40）

其中：f，f̄为该分解的等效荷载。

当 f̄由N 1i（i= 1~4）分量的线性组合给出时，解

是齐次的，f̄为 f在 N 1i（i= 1~4）生成的函数空间上

的正交投影。由式（2）推导出 f和 f̄的微分方程，即
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( )Hψ′ ″+ ( )Pw′ ′= f ( )x

( )H
-
ψ′ ′+ ( )P

-
w′ ′= f̄ ( )x

（41）

考虑到荷载的等价性，有

∫
α

β é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )( )Hψ′ ″+ ( )Pw′ ′ - ( )( )H

-
ψ′ ′+ ( )P

-
w′ ′ vdx=

∫
α

β

( f ( x )- f̄ ( x )) vdx= 0 （42）

∫
α

β é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )( )Hψ′ ″+( )Pw′ ′ - ( )( )H

-
ψ′ ′+ ( )P

-
w′ ′ vdx= 0

（43）
其中：v为加权函数，属于齐次函数的解空间，即由

N 1i（i= 1~4）生成的解空间。

根据式（43），得到部分积分表达式为

é
ë
êêêê(( Hψ′) ′+ Pw′)- ((H -ψ′) ′+ P

-
w′) ùûúúúú v|βα +

∫
α

β é
ë
êêêê( - ( Hψ′) ′- Pw′)- ((H -ψ′) ′+ P

-
w′) ùûúúúú v′dx= 0

（44）
因为受到两个同等的作用，节点的位移和旋转

角相等，式（44）中第一部分的和为 0，因此有

∫
α

β é
ë
êêêê( - ( Hψ′) ′- Pw′)- ((H -ψ′) ′+ P

-
w′) ùûúúúú v′dx= 0

（45）
将式（45）再次分部积分，得到

[( Hψ′+ Pw ) - (H -ψ′+ Pw̄ ) ] v′|βα -

∫
α

β

[( Hψ′+ Pw ) - (H -ψ′+ Pw̄ ) ] v″dx= 0 （46）

根据式（44），有

图 1　荷载 P和 x的二元关系

Fig.1　Binary relation of load P and x

图 2　矩形截面的稳定性函数

Fig.2　Stability function of rectangular section
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∫
α

β

[( Hψ′+ Pw ) - (H -ψ′+ Pw̄ ) ] v″dx= 0（47）

联立式（45）~（47），得到

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

V ( x )= -Hψ″- Pw′= K (w′- ψ )- Pw′

V̄ ( x )= -H
-
ψ″- P

-
w′= K (-w′- ψ̄ )- P

-
w′

M ( x )= Hψ′

M̄ ( x )= H
-
ψ′

（48）

将式（48）进行简化，得到

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∫
α

β

(V ( x )- V̄ ( x ) ) v′dx= 0

∫
α

β

(V ( x )- V̄ ( x ) ) N ′1idx= 0
（49）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∫
α

β

[ ]( )M ( x )- M̄ ( x ) + P (w- w̄ )+ v″dx= 0

∫
α

β

[ ]( )M ( x )- M̄ ( x ) + P (w- w̄ )+ N ″1idx= 0

（50）
梁柱每个截面 x的剪切力由表达式 Q ( x )=

K (w′- ψ )给出。因此，式（48）中的函数V ( x )表示

一种新的应力，称为修正剪切力（在截面右侧位移方

向上的投影，包括 Pw′的贡献［18］）；函数M ( x ) 为该

截面的弯矩。

式（49）表明，因为插值相同，修正剪切差分函数

V ( x )- V̄ ( x )在区间两端为 0，也与 N 1i，i= 1~4 生

成的函数空间正交，这时产生了一个三维空间［2，8］。

由式（50）可得，函数 m ( x )- m̄ ( x )= (M ( x )-

M̄ ( x ))+ P (w- w̄ )。因为插值相同，代表力矩差

和位移差的荷载 P，在区间两端为零和零导数，也与

N 1i（i= 1~4）生成的函数在二维空间正交。在每个

单元中，对于 V ( x )- V̄ ( x ) 和 m ( x )- m̄ ( x )，正交

性和插值特性是上述方法在每个有限元内对力、位

移及旋转角进行近似的基础。

对于铁木辛柯柱，可以用类似的方法计算解

Ū= [ w̄ ψ̄ ] T
和相对于 f̄ ( x ) 的衍生应力 Q̄ ( x ) 及

M̄ ( x )，且不需要事先计算 f̄ ( x )［8，11］。对于常数H和

K的特殊情况，通过插值确定等效分布荷载 f̄ ( x )对
应的近似解 Ū。由 H 1ψ‴+ Pψ′= f，w′= ψ- mψ″推

导出等价解 Ū ( z= x- α )为

Ū= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

w̄
ψ̄

=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú1 z z2 z3 s̄1 c̄1 zs̄1 zc̄1

0 1 2z 3z2 + 6m r1

ρ
c̄ 1 - r1

ρ
s̄ 1

ρ̂
ρ2 s̄1 + r1

ρ
zc̄1

ρ̂
ρ2 c̄1 1 - r1

ρ
zs̄1 1

C-1 û （51）

其 中 ： û=[ w ( α )，ψ ( α )，w′( α+ )，ψ′( α+ )，w ( β )， 
ψ ( β )，w′( β- )，ψ′( β- ) ]。

矩阵 C为

C=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 6m r1

ρ
0 0 ρ̂

ρ2

0 1 0 0 r1 0 0 1
0 0 2 0 0 -r 2

1 /ρ2 2r1 /ρ2 0
1 h h2 h3 s c hs1 hc1

0 1 2h 3h2 + 6m r1

ρ
c 1 - r1

ρ
s 1

ρ̂
ρ2 s1 + r1

ρ
hc 1

ρ̂
ρ2 c1 - r1

ρ
hs 1

0 1 2h 3h2 + 6m r1 c 1 -r1 s 1 s 1 + r1hc 1 c 1 - r1hs 1

0 0 2 6h - r 2
1

ρ2 s 1 - r 2
1

ρ2 c 1
2r1

ρ2 c 1 - r 2
1

ρ2 hs 1 - 2r1

ρ2 s 1 - r 2
1

ρ2 hc 1

（52）

其中：s̄= sin ( r1 z )；c̄= cos ( r1 z )；ρ= 1 + r 2
1 m；m=

H/K； r1 = P/H 1 ； H 1 = H ( 1 - P/K )； ρ̂= 1 - 
r 2

1 m；h= β- α；c1 = cos ( r1h )；s1 = sin ( r1h )。
位移和旋转角的规律由式（51）给出，而区间

[α，β ]中弯矩、等效剪切力和等效分布荷载 f̄ ( x )的

规律可以通过考虑以下列因素进行推导［18］，即

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

M̄= H
-
ψ′

Q̄= -Hψ̄″

V̄= -Hψ̄″- P
-
w′

f̄= Hψ̄‴+ Pw̄″

（53）

上述等效分布式荷载由位移函数 Ū= [ w̄ ψ̄ ] T

推导得到，而不是通过定义区间 [α，β ]荷载 f的函数
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在形函数N 1i二维空间上的正交投影得到。

在每个区间或单元中，作用力 f ( x )由 4 个函数

l，z，sin ( r1 z ) 和 cos ( r1 z ) 的线性组合表达式给出。

上述方法在节点处以及每个单元内部都能提供位

移、旋转角和应力规律的精确解。

4 实际案例分析

4.1　算例 1　

试件为长 6 m、矩形截面恒定的梁柱，其嵌入‑铰
接部件如图 3 所示。理想材料特性如下：弹性模量

E= 2.1 × 107 kN m2；泊松比 v= 0.3；剪切校正因

子 k= 5 6；轴向加载 P=15 000 kN。通过长度 L=
6 m 的单个单元，可得到嵌入‑铰接部件的近似解，并

将这种解与精确解进行比较。为了确定精确解，根

据荷载定义，将梁柱离散成 4 个有限元：单元 1 为［0，
2］；单 元 2 为［2，3］；单 元 3 为［3，4］；单 元 4
为［4，6］。

另外，还进行了线性有限元简化积分计算［5］。

为了获得与等效分布荷载 ‑有限元方法相似的计算

结果，至少需要 20 个位移、旋转角和剪力单元以及

40 个弯矩单元。精确解包含 4 个单元的等效分布荷

载，近似解包含 1 个单元的等效分布荷载。位移、旋

转角、弯矩、剪切力以及等效分布荷载与原始荷载的

比较图分别如图 4~8 所示。

由图 4，5 可知，等效分布荷载、简化积分之间的

位移和旋转角的近似解与其精确解的数值变化趋势

相一致。由图 6 可知，使用等效分布荷载法和 1 个单

元，弯矩的最大误差发生在横坐标 3 m 处，约为

3.5%，其误差比精确解的值小 2.5%；使用简化积分

法和 40 个单元，其弯矩最大误差发生在梁柱铰接部

件的下端 2.5 m 处，约为 6%。由图 7 可知，使用简化

图 3　嵌入-铰接部件

Fig.3　Embedded-hinged component

图 4　位移比较图

Fig.4　Diagram of displacement comparison

图 5　旋转角比较图

Fig.5　Diagram of rotation comparison

图 6　弯矩比较图

Fig.6　Diagram of bending moment comparison

图 7　剪切力比较图

Fig.7　Diagram of shear force comparison

图 8　等效分布荷载与原始荷载的比较图

Fig.8　Diagram of equivalent distributed load and original 
load comparison
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积分法和 20 个单元时，剪应力精确解与近似解的最

大误差均发生在荷载的施加点位上，这是因为该近

似解是通过某种方式平均了这些点位左右的剪应力

值，以消除不连续的情况来形成规律，因此当近似剪

应力由一个连续函数给出时，剪应力误差最小。由

图 8 可知，等效分布荷载的最大偏差均发生在荷载

的施加点位上，梁柱铰接部件底端偏差为 0，顶端发

生相应偏差。在点位上施加的荷载越大则两者偏差

会越大，且梁柱顶端偏差也随之增大。

铁木辛柯柱和伯努利‑欧拉柱的结果比较如图 9
所示。可以看出：位移的最大相对误差发生在横坐

标 3 m 处（即 梁 柱 铰 接 部 件 中 间 的 位 置），约 为

26.5%；旋转角的最大相对误差发生在梁柱铰接部

件上端，约为 10.5%；弯矩的最大相对误差发生在横

坐标 3 m 处，约为 5.5%；剪切力的最大相对误差发

生在梁柱铰接部件上端，小于 5%。

倾斜度（L b）对铁木辛柯和伯努利‑欧拉模型在

梁柱位移方面的影响较大。为此，保持试件的荷载、

长度和厚度相同，改变矩形截面短边 b的长度，其位

移差随倾斜度的变化如图 10 所示。

由图 10 可知，当倾斜度降低时，铁木辛柯和伯

努利 ‑欧拉模型之间的差异增大，反之则减小；当倾

斜度为 12 时，相对差异为 7%；倾斜度为 3 时，差异

十分明显，达到 45%。

4.2　算例 2　

嵌入底座的柱子如图 11 所示。该试件为长

14 m、矩形截面恒定的梁柱，中间有支撑物。理想

材料的特性如下：泊松比 v= 0.3，弹性模量 E= 3 ×
107  kN m2，剪切校正因子 k= 5 6。轴向加载 P=
25 000 kN 的值约为铁木辛柯的 60%PcrT。采用横向

荷载分布，即除了点荷载外，还结合了三角形荷载和

其他恒定分布荷载，以测试该方法的性能。通过长

度 L=14 m 的单个单元，单元中分布的荷载由一个

多项式部分和三角部分的函数给出，可得到嵌入底

座柱子的近似解。

将算例 2 获得的精确解和近似解进行比较。在

给定的连接条件下，使用等效分布荷载‑有限元的近

似解，将该部分离散成 2 个单元：单元 1 为［0，7］；单

元 2 为［7，14］。此外，使用线性有限元和简化积分

的近似解，将试件离散为 20 个位移、旋转角和剪切

力单元以及 40 个弯矩单元。在这种情况下，所提方

法的精确解需要将梁柱离散成 4 个有限元，根据荷

载定义为：单元 1 为［0，3.5］；单元 2 为［3.5，7］；单元

3 为［7，10.5］；单元 4 为［10.5，14］。图 12~15 分别

为等效分布荷载和简化积分法的位移、旋转角、弯矩

和剪切力比较图。

由图 12，13 可知，等效分布荷载、简化积分之间

的位移和旋转角的精确解和近似解高度吻合。由

图 14 可知，最大弯矩值发生在中间有支撑物处，使

图 10　铁木辛柯和伯努利-欧拉之间的位移差随倾斜度的变化

Fig.10　Variation of displacement difference between 
Timoshenko and Bernoulli-Euler with inclination

图 11　嵌入底座的柱子

Fig.11　Column embedded in base

图 9　铁木辛柯柱和伯努利-欧拉柱的结果比较

Fig.9　Comparison results between Timoshenko column and 
Bernoulli-Euler column
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用等效分布荷载和 2 个单元（近似解）的最大弯矩误

差 发 生 在 横 坐 标 3.5 m 位 置（梁 柱 下 端），约 为

2.3%，其误差与精确解的值相比小 1.2%；使用线性

插值的简化积分和 40 个单元的最大弯矩误差发生

在 横 坐 标 7 m 位 置（梁 柱 中 间 支 撑 物 处），约 为

2.5%。

由图 15 可知，精确解、等效分布荷载（近似解）

及简化积分之间的剪切力的最大误差均发生在荷载

的施加点与支撑点上。通过两端的等效分布作用得

到的剪切力和弯矩的值与对应的精确解相吻合，即

拉格朗日意义上（对于剪切力）和赫尔墨特意义上

（对于弯矩）的插值属性都得到了满足。

等效分布荷载与原始荷载的比较如图 16 所示。

由图 16 可知，其最大偏差均发生在荷载的施加点上

（梁柱顶端与中间支撑点除外）。施加的荷载越大两

者偏差也越大，梁柱顶端与底端的偏差也随之增

大。等效的荷载分布在整个梁柱单元内是连续的。

相比原始荷载，等效荷载近似解在梁柱单元内集中

荷载加载处连续可导，具有更好的适应性。

5 结束语

本研究基于铁木辛柯梁理论，提出具有精确节

点位移解的等效分布荷载‑有限元算法，并对具有剪

切变形的梁柱进行了受力分析。通过与其他算法数

值计算结果的对比分析，验证了该算法的精确解。

在 2 个不同的工况算例中，所提算法分别使用 1 个

和 2 个单元就可以在位移、旋转角和剪切力方面获

得与待解问题精确解较为接近的近似解。倾斜度

（L b）对铁木辛柯和伯努利‑欧拉模型在梁柱位移方

面的影响较大，柱体矩形截面短边长度越小，等效分

布荷载‑有限元算法越有优势。此外，梁柱体底部与

中间在不同的连接条件下，通过该方法可以确定铁

木辛柯梁柱的弯曲荷载和稳定性函数，以消除不连

续的情况，有效提高了柱体结构剪切变形有限元分

析解的精确性。
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