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摘要  扩展卡尔曼滤波（extended Kalman filter ，简称 EKF）方法常用于结构参数识别，但存在对滤波参数敏感等局

限性，需大量试错来寻找最优噪声方差参数。针对此问题，推导了基于残差的协方差匹配公式。首先，通过滑动窗

口法或遗忘因子法自适应更新匹配测量噪声方差，实现了基于 EKF 的自适应识别结构参数；其次，以一个 3 层

Duffing 型非线性剪切框架为例来验证方法的有效性，并进行了参数鲁棒性分析。结果表明：滑动窗口法和遗忘因

子法均能很好地估计测量噪声方差，识别效果和收敛速度接近；与非自适应 EKF 方法相比，自适应 EKF 方法对噪

声方差的初始取值不敏感，具有很强的鲁棒性。
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引  言

结构参数识别对于模型确认、结构损伤诊断与

服役性能评估等具有重要意义。卡尔曼滤波（Kal‑
man filter，简称 KF）是一种基于时域的无偏最优估

计滤波方法，具有在线识别能力强、使用信息量较少

等优势，在结构参数识别中得到广泛的应用［1‑2］。

KF 最初用于线性系统，后被改进为扩展卡尔曼滤波

方法［3］，推广到非线性系统，其计算成本低，收敛速

度快。

EKF 方法利用部分观测的结构响应识别结构

参数和评估结构状态，在土木工程领域应用广泛。

Hoshiya 等［4］将 EKF 方法应用于地震作用下的结构

系统辨识。Yang 等［5］利用 EKF 方法来追踪刚度参

数突变，识别结构损伤。赵博宇等［6］基于 EKF 方法

识别地震模拟振动台模型的质量、阻尼和刚度参数。

Wang 等［7］提出了一种基于 EKF 识别剪切型结构层

间刚度的方法。Ebrahimian 等［8］将直接微分法引入

EKF 方法，用于非线性有限元模型的参数估计，提

高了参数识别效率。Liu 等［9］将 EKF 方法用于实时

识别结构系统和未知外部激励。邓百川等［10］采用遗

忘因子 EKF 方法结合等效线性模型实现结构非线

性位置的定位，并识别结构参数、质量与恢复力。

基于扩展卡尔曼滤波的结构参数识别方法需假

定测量噪声方差与过程噪声方差已知且时不变，然

而大部分情况下这两种方差是未知和时变的。结构

模型误差随着响应幅度和非线性程度的不同而改

变，会显著影响测量噪声方差［11］。同时，卡尔曼滤波

方法对滤波参数的敏感性较强，不合适的噪声方差

设置可能导致结构参数识别结果精度不高甚至发

散［12］。在实际应用中，通常采用试错的方法来选取

噪声方差的最优值［13］，该方法效率较低且丧失实

时性。

众多学者提出了若干估计噪声方差的方法，其

中协方差匹配法计算高效且容易实现，在信号处理

领域得到成功应用［14］。Almagbile 等［15］提出并比较

了基于新息和残差的协方差匹配技术在 GPS/INS
集成中的性能。Akhlaghi等［12］提出了基于遗忘因子

法自适应 EKF，用于同步电机动态状态的估计。

Song 等［11］提出了基于协方差匹配技术的自适应

UKF 非线性模型修正方法。

笔者提出了两种基于残差的协方差匹配方法，

即滑动窗口法和遗忘因子法。两种方法均是基于

EKF 方法中的残差项递推估计测量噪声方差，然后

将其嵌入到 EKF 方法中进行结构参数识别。采用

一个 3 层 Duffing 型非线性剪切框架来验证自适应

EKF 方法的有效性，并与非自适应 EKF 方法进行对

DOI:10.16450/j.cnki.issn.1004‑6801.2024.06.005

∗ 国家重点研发计划资助项目（2021YFF0501001）；浙江省重点研发计划资助项目（2021C03154）；国家自然科学基金资
助项目（51878235）
收稿日期：2022‑07‑07；修回日期：2022‑08‑24



第  6 期 万华平，等：基于自适应 EKF 结构参数识别与鲁棒性分析

比，分析参数识别的效果与鲁棒性。

1 扩展卡尔曼滤波的参数识别原理

结构动力系统的运动方程可写成

Mẍ+ F ( x，，ẋ，，θ )= γf （1）
其中：ẍ，ẋ，x分别为结构的加速度、速度和位移响

应；M为结构质量矩阵；F ( x，，ẋ，，θ )为结构恢复力；θ

为未知结构参数；f为已知激励；γ为影响矩阵。

扩展卡尔曼滤波可以将物理参数如刚度、阻尼

等扩展入状态向量，物理参数的识别过程就是状态

向量的迭代更新过程。因此，定义扩充状态向量

X= ( xT，ẋT，θT ) T
，并 假 定 结 构 参 数 时 不 变 ，即

θ̇= 0，非线性广义状态方程为

Ẋ= g ( X，，f ) ≜
ì
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M-1 [ γf- F ( x，，ẋ，，θ ) ]

0

（2）

假设采样间隔为固定步长 Δt，采样次数为N，且

Ẋ ( kΔt )= ( X k+ 1 - X k ) /Δt，由此可得离散形式的状

态方程和测量方程为

ì
í
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ïï

ïï

X k+ 1 =X k+ g ( )X k，fk Δt+w k        (w k~N ( 0，Q k ) )
y k+ 1 = h ( X k+ 1，fk+ 1 )+ v k+ 1 ( v k+ 1 ~N ( 0，R k+ 1 ) )

（3）
其中：h ( X k+ 1，fk+ 1 ) 为观测函数；w k，v k+ 1 分别为过

程噪声向量和测量噪声向量，均假定为零均值高斯

白噪声；Q k，R k+ 1 分别为方差矩阵。

将式（3）在后验估计 X̂ k|k和先验估计 X̂ k+ 1|k处一

阶泰勒展开，并略去二次项，可得到线性化的状态方

程和测量方程为
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X k+ 1 ≈ X k + Δt [ ]ĝ k|k + G k|k ( X k - X̂ k|k ) + w k =

Φ k+ 1，kX k + Δt ( )ĝ k|k - G k|k X̂ k|k + w k =
Φ k+ 1，kX k + B k + w k

y k+ 1 ≈ ĥ k+ 1|k + H k+ 1|k( )X k+ 1 - X̂ k+ 1|k + v k+ 1 =

H k+ 1|kX k+ 1 + ĥ k+ 1|k - H k+ 1|k X̂ k+ 1|k + v k+ 1 =
H k+ 1X k+ 1 + D k+ 1 + v k+ 1

（4）
式（4）中有关函数简记为

Φ k+ 1，k = I+ ΔtG k|k （5）
ĝ k|k = g ( X̂ k|k，fk) （6）

G k|k = ∂g
∂X

|
X= X̂ k|k，f= fk

（7）

 ĥ k+ 1|k = h ( X̂ k+ 1|k，fk+ 1) （8）

H k+ 1|k = ∂h
∂X

|
X= X̂ k+ 1|k，f= fk+ 1

（9）

B k = Δt ( ĝ k|k - G k|k X̂ k|k) （10）

D k+ 1 = ĥ k+ 1|k - H k+ 1|k X̂ k+ 1|k （11）
当 X k 已知时，B k = Δt ( ĝ k|k - G k|k X̂ k|k)和 D k+ 1 =

ĥ k+ 1|k - H k+ 1|k X̂ k+ 1|k为确定的常数序列，矩阵 Φ k+ 1，k

和 H k+ 1|k 中的值也都是唯一确定的，至此非线性系

统成功线性化。

状态先验估计误差 ek+ 1|k = X k+ 1 - X̂ k+ 1|k，其协

方差矩阵为

P k+ 1|k = E ( ek+ 1|keT
k+ 1|k )=Φ k+ 1，k P k|kΦT

k+ 1，k + Q k （12）
根据卡尔曼滤波原理，状态后验估计由状态先

验估计和测量值加权而得，即

X̂ k+ 1|k+ 1 = X̂ k+ 1|k + K k+ 1 ( y k+ 1 - ĥ k+ 1|k) （13）

其中：K k+ 1 为 t= ( k+ 1 ) Δt时刻的增益矩阵。

状态后验估计误差的协方差矩阵为

P k+ 1|k+ 1 = E ( ek+ 1|k+ 1eT
k+ 1|k+ 1 )=

( I- K k+ 1H k+ 1|k ) P k+ 1|k ( I- K k+ 1H k+ 1|k )T +
K k+ 1R k+ 1K T

k+ 1 （14）
其中：I为单位矩阵。

卡尔曼滤波以最小均方差为最佳准则，等价于

使后验估计误差的协方差矩阵 P k+ 1|k+ 1 的迹最小化，

由此可解得增益矩阵为

K k+ 1 = P k+ 1|kH T
k+ 1|k( H k+ 1|k P k+ 1|kH T

k+ 1|k + R k+ 1 )-1

（15）
因此，可从给定的初始估计值 X̂ 0|0 和初始误差

协方差 P 0|0 出发，利用已知的输入、观测值，逐步进

行递推，估计非线性系统的状态序列，进而识别结构

参数。

2 测量噪声方差自适应更新策略

对基于扩展卡尔曼滤波方法的结构参数识别，

测量噪声方差 R和过程噪声方差 Q是未知的，假定

为恒值，常通过大量统计实验或专家经验评估其取

值［16］。卡尔曼滤波方法对滤波参数敏感，若滤波参

数选取不恰当，会影响结构参数识别的精度，甚至导

致结果发散［12］。过程噪声方差 Q可以理想地设为

零，为了加快收敛速度，常采用较小的非零值［11］。与

过程噪声方差 Q相比，测量噪声方差 R则受到建模

误差、传感器噪声等因素的影响。因此，笔者采用基

于残差的协方差匹配公式，通过滑动窗口法或遗忘

因子法自适应更新测量噪声方差。
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2.1　基于残差的协方差匹配公式推导　

在参数识别过程中，测量值和后验响应之间的

差值记为残差 εk，可用后验误差 ek|k表示为

εk = y k -( H k x̂ k|k + D ku k )=
H k x k + D ku k + v k -( H k x̂ k|k + D ku k )=
H kek|k + v k （16）
因此，残差的协方差矩阵可表示为

E [ εk εT
k ] = E [ ( H kek|k + v k ) ( H kek|k + v k )T ] =
E [H kek|keT

k|kH T
k +H kek|kvT

k + v keT
k|kH T

k + v kvT
k ] =

H k P k|kH T
k + E [H kek|kvT

k ] + E [ v keT
k|kH T

k ] + R k

（17）
式（17）中的 E [H kek|kvT

k ]可展开为

E [H kek|kvT
k ] = H kE [ ( x k - x̂ k|k ) vT

k ] =
    -H kE [ x̂ k|kvT

k ] =
    -H kE [ ( x̂ k|k- 1 + K k ( y k - H k x̂ k|k- 1 - D ku k ) ) vT

k ] =
    -H kE [ x̂ k|k- 1vT

k + K kH kek|k- 1vT
k + K kv kvT

k ] =
    -H kK kR k

（18）
同理可得

E [ v keT
k|kH T

k ] = -R kK T
k H T

k （19）
将式（18）、式（19）代入式（17），可得

E [ εk εT
k ] = H k P k|kH T

k - H kK kR k - R kK T
k H T

k + R k

（20）
文 献［11］证 明 了 H k P k|kH T

k - H kK kR k = 0，

R kK T
k H T

k - H k P k|kH T
k = 0，由此可推导出基于残差

的协方差匹配公式为

R k = E [ εk εT
k ] + H k P k|kH T

k （21）
基于式（21），可以使用残差 εk在每个迭代步中

估计测量噪声协方差 R k，其中唯一的估计不确定性

来自评估残差的协方差矩阵 E [ εk εT
k ]。笔者采用两

种方法计算残差的协方差矩阵 E [ εk εT
k ]，即滑动窗口

法和遗忘因子法。

2.2　滑动窗口法　

滑动窗口法采用一定步长范围内的样本均值代

替 E [ εk εT
k ]，因此 R k的估计式为

R k = 1
m ∑

i= 0

m- 1

εk- iεT
k- i + H k P k|kH T

k （22）

其中：m为滑动窗口的大小。

在参数识别开始阶段（k< m），有两种 R k 的取

值方法：①保持 R k为初始 R 0 不变，并在 k达到窗口

大 小 m 时 开 始 更 新 R k；② 从 特 定 的 时 间 步 L
（L≤ m）开始更新 R k，对于 L≤ k≤ m，式（22）中的

样本均值根据可用的残值 ε1 ~εk 估计。在本研究

中，采用第 2 种方法，取 L= 5。

2.3　遗忘因子法　

遗忘因子法采用遗忘因子 α平衡上一步协方差

R k- 1 和当前残差估计项之间的权重关系，进而更

新 R k，即

R k = αR k- 1 +( 1 - α ) ( εk εT
k + H k P k|kH T

k )  
( 0 ≤ α≤ 1 ) （23）

式（23）中：若 α= 1，则遗忘因子法退化为非自

适应的情况，即 R k 为时不变常数矩阵；若 α= 0，则
R k完全由当前的残差项所决定。

2.4　自适应扩展卡尔曼滤波方法流程　

扩展卡尔曼滤波方法可分为状态预测过程和状

态校正更新过程［17］。将前述自适应策略嵌入到

EKF 方法中，在每个迭代步结束时，通过滑动窗口

法或遗忘因子法更新噪声方差矩阵 R k。自适应

EKF 方法参数识别流程如下。

1） 初始估计 X̂ 0|0，P 0|0，循环 k=0，1，⋯，N-1。
2） 进行以下预测：

状态一步预测　X̂ k|k- 1 = A k- 1 X̂ k- 1|k- 1 + B k- 1

状态估计方差一步预测

P k|k- 1 = A k- 1 P k- 1|k- 1AT
k- 1 + Q

观测一步预测　 ŷ k|k- 1 = H k X̂ k|k- 1 + D k

3） 进行以下更新：

滤波增益矩阵

K k = P k|k- 1H T
k ( H k P k|k- 1H T

k + R k )
-1

（R k为来自上一循环的滑动窗口法或遗忘因子法）

状态更新，识别物理参数

X̂ k|k = X̂ k|k- 1 + K k( y k - ŷ k|k- 1 )
状态估计方差更新　P k|k = ( I- K kH k ) P k|k- 1

4） 基于残差的协方差匹配：

残差　εk = y k - ŷ k|k = y k -( H k X̂ k|k + D k )

滑动窗口法　R k = 1
m ∑

i= 0

m- 1

εk- iεT
k- i + H k P k|kH T

k

遗忘因子法

R k = αR k- 1 +( 1 - α ) ( εk εT
k + H k P k|kH T

k )  
( 0 ≤ α≤ 1 )

自适应更新　R k+ 1 ← R k

5） 结束循环。
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3 数值验证

3.1　Duffing型非线性模型　

笔者采用图 1 所示的 3 层 Duffing 型非线性剪切

框架验证自适应扩展卡尔曼滤波方法的有效性。

Duffing 型非线性剪切框架的运动方程可写成

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ K D x 3 = -mẍg （24）
其中：x 3 = ( x 3

1，x3
2，x3

3 )T 为结构层间位移 x的三次

方；ẍg为地震激励；m= (m 1，m 2，m 3 )T 为集中质量列

向量；M，C，K分别为层间响应形式下的质量、阻尼

和刚度矩阵；K D 为控制恢复力非线性程度的参数

矩阵。

K D 层间形式为

K D =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úk D
1 -k D

2 0
0 k D

2 -k D
3

0 0 k D
3

（25）

模型参数真值及初始值设置见表 1。地震动输

入为 El‑Centro 地震波，采样频率为 1 kHz。基于数

据融合的扩展卡尔曼滤波方法能够有效提高结构参

数识别精度［9，17］，观测量取为第 1、第 2 层层间加速度

和第 3 层层间位移。系统的扩充状态向量为 X=
[ x 1，x2，x3，ẋ1，ẋ2，ẋ3，c1，c2，c3，k1，k2，k3，k D

1 ，k D
2 ，k D

3 ] T
，

其中：结构位移、速度的初始值设为 0。

3.2　非自适应 EKF参数识别结果　

在非自适应 EKF 方法中，噪声方差 R和Q常被

假定为常数且恒定。对本模型而言，结构层阻尼、层

刚度的参数识别效果较好，本研究更关注非线性参

数 k D
i 的识别效果，故定义非线性参数识别最大相对

误差 η作为评估噪声方差 R和 Q最优取值的定量

指标

η= max
|

|

|
||
|
|
| k̂ D

i - k D
i

k D
i

|

|

|
||
|
|
|
× 100%    ( i= 1，2，3 ) （26）

在非自适应的情况下，通过试错找到了一组 R

和 Q，使 η得到最小的解，最小值为 1.53%，此时 R

和Q的取值记为 R best 和Q best，即

R best = é
ë
êêêê ù

û
úúúú8.5 × 10-3 I2 × 2

9.5 × 10-3

Q best = 9 × 10-11 I15 × 15

为了展现 R和Q的设置对非线性参数识别效果

的影响，定义缩放因子 λR和 λQ，通过缩放 R best 和Q best

来设置 R和 Q，即 R= λR R best，Q= λQQ best。非自适

应 EKF 方法最大相对误差 η的变化如图 2 所示。其

中，当 λR = 1，λQ = 1 时，η值最小。

3.3　自适应 EKF参数识别结果　

在非自适应 EKF 方法中，当 R和Q初始取值为

R 0 = 105R best，Q= 10Q best 时，η= 95.48%，非线性参

数识别效果很差。为直观地展现自适应 EKF 方法

结构参数识别的有效性，在自适应 EKF 方法中，R

和Q初始取值仍为 R 0 = 105R best，Q= 10Q best。

3.3.1　滑动窗口法参数识别结果　

滑动窗口的大小 m= 20，从特定的时间步 L=
5 开始更新 R。图 3 为滑动窗口法结构参数识别过

程。由图 3（a）~（f）可知，阻尼、刚度参数的识别值

均能快速地收敛至真实值附近；由图 3（g）~（i）可

知，非线性参数经震荡后也能收敛，识别值 k̂ D
1 和 k̂ D

2

在 15 s 附近收敛于真实值，识别值 k̂ D
3 在 2 s 附近收

敛于真实值；图 3（j）~（l）为测量噪声方差在前 0.5 s

图 1　3 层 Duffing 型非线性剪切框架

Fig.1　3-storey Duffing-type nonlinear shearing frame

表 1　模型参数真值及初始值设置

Tab.1　True values and initial values of model parameters

模型参数

质量(m 1,m 2,m 3)/kg
阻尼(c1,c2,c3)/((N·s)·m-1)
顶层刚度 k3/(kN·m-1)
第 1，2 层刚度(k1,k2)/(kN·m-1)
顶层非线性参数 k D

3 /(kN·m-3)
第 1，2 层非线性参数(k D

1 ,k D
2 )/(kN·m-3)

参数

真值

1 000
600
60

120
-50
200

待识别

参数初值

—

300
50

100
0
0

图 2　非自适应 EKF 方法最大相对误差 η的变化

Fig.2　Variation of the maximum relative error η of the non-

adaptive EKF method
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的变化情况，可见其迅速收敛并趋于稳定。

窗口大小 m的选取并没有明确的方法，通常依

赖设计者的经验。不同窗口大小非线性参数识别效

果见表 2。随着窗口大小 m的增加，最大相对误差 η

几乎不变。

3.3.2　遗忘因子法参数识别结果　

图 4 为遗忘因子法结构参数识别过程。取遗忘

因子 α= 0.7。由图 4（a）~（f）可知，阻尼、刚度参数

的识别值均能快速地收敛至真实值附近，识别效果

与滑动窗口法接近；由图 4（g）~（i）可知，非线性参

数前期震荡，后期收敛，其中识别值 k̂ D
1 和 k̂ D

2 在 15 s
附近收敛于真实值，识别值 k̂ D

3 在 2 s 附近收敛于真

图 3　滑动窗口法结构参数识别过程

Fig.3　Structural parameter identification process of sliding window method

表 2　不同窗口大小非线性参数识别效果

Tab.2　Identification effect of nonlinear parameters 
with different window sizes

窗口大小m

20
50

100
250

最大相对误差 η/%
2.683 116 347
2.683 116 342
2.683 116 294
2.683 116 295
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实值，识别效果和收敛速度均与滑动窗口法接近；

图 4（j）~（l）为测量噪声方差在前 0.5 s 的变化情况，

可见其迅速收敛并趋于稳定，但基于滑动窗口法的

测量噪声方差收敛速度更快。

遗忘因子的取值通常依赖经验。不同遗忘因子

非线性参数识别效果见表 3。可见，随着遗忘因子 α
的增加，最大相对误差 η略有波动，但影响不大。

3.4　参数鲁棒性分析　

基于非自适应 EKF 方法中，初始 R和Q的取值

（λR和 λQ）显著影响结构参数的识别效果［18‑19］。为研

究自适应 EKF 方法的鲁棒性，分析不同 λR 和 λQ 取

表 3　不同遗忘因子非线性参数识别效果

Tab.3　Identification effect of nonlinear parameters 
with different forgetting factors

遗忘因子 α
0.1
0.3
0.5
0.7
0.9

最大相对误差 η/%
2.683 7
2.683 5
2.683 2
2.683 3
2.686 3

图 4　遗忘因子法结构参数识别过程

Fig.4　Structural parameter identification process of forgetting factor method
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值下自适应 EKF 方法对结构参数识别最大相对误

差 η的影响，将计算结果与非自适应 EKF 方法进行

了对比。自适应 EKF 方法鲁棒性分析如图 5 所示。

λR 的 取 值 范 围 为 10-4 ~104，λQ 的 取 值 范 围 为

10-2 ~102。

图 5（a）为滑动窗口法对结构参数的识别效果

图，可知当 λQ固定不变时，最大相对误差 η平行于 λR
轴，非线性参数的识别效果与 λR 的取值无关，表明

基于滑动窗口法估计噪声方差 R的自适应策略的有

效性及鲁棒性。当 λR固定不变，λQ在 10-2 ~101 变化

时，最大相对误差 η的变化也很小，可见当Q取值在

Q best 附近的一定范围内时，只针对 R的自适应策略

也有提高结构参数识别效果的作用，但当 λQ超出此

范围时，最大相对误差 η显著增加。

将滑动窗口法对结构参数的识别效果与非自适

应 EKF 方法的识别效果进行对比，结果如图 5（b）所

示。在 λR = 1 和 λQ = 1 附近的较小范围内，非自适

应 EKF 方法的结构参数识别效果好于自适应 EKF，

但在其余范围，滑动窗口法的效果更好，能显著降低

参数识别最大相对误差 η。

图 5（c）为遗忘因子法对结构参数的识别效果

图，其与非自适应 EKF 方法的对比如图 5（d）所示。

通过与图 5（a，b）的对比发现，遗忘因子法与滑动窗

口法的非线性参数识别效果和鲁棒性近似一致。

4 结  论

1） 基于滑动窗口法和遗忘因子法的自适应

EKF 方法识别效果和收敛速度接近，但基于滑动窗

口法估计的测量噪声方差的收敛速度更快。

2） 滑动窗口 m的取值和遗忘因子 α对本算例

的结构参数识别效果影响不大。

3） 与非自适应 EKF 方法相比，自适应 EKF 方

法对初始噪声方差参数的取值不敏感，鲁棒性较好，

无需大量试错寻找最优的噪声方差，且遗忘因子法

与滑动窗口法的鲁棒性接近。
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