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摘要  为了解决一阶权重算子对于频率快变的信号难以准确提取信号特征的问题，在现有的 l1 范数正则项稀疏求

解模型的基础上，提出了瞬时频率加权的稀疏时频分析理论。首先，建立稀疏时频表示模型和 l1 正则项加权策略；

其次，推导广义瞬时频率估计显式表达式，并将通过其构建 l1 范数的权重算子；然后，采用快速迭代收缩阈值算法求

解时频稀疏结果；最后，通过多分量的数值仿真信号和转子碰摩故障实验信号验证了该方法的有效性。实验结果表

明，该方法能够得到高聚集性和准确性的时频分布，并可以准确识别出由碰摩故障导致的转子瞬时频率周期性

波动。
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引  言

时频分析（time⁃frequency analysis，简称 TFA）

是处理机械系统非平稳信号的有效工具［1］。短时傅

里 叶 变 换（short⁃time Fourier transform，简 称 ST⁃
FT）通过移动固定的窗函数，得到有限时间内的平

稳信号，并分段对信号进行傅里叶变换。连续小波

变换（continues wavelet transform，简称 CWT）利用

窗宽可变的窗函数处理信号，得到时间和频率分辨

率可变的分析结果。由于 STFT 和 CWT 都受到不

确定性原理的制约，故无法同时得到时间上和频率

上的最优分辨率。魏格纳分布（Wigner⁃Ville distri⁃
bution，简称 WVD）属于二次时频分析方法，其不受

窗函数的制约，提高了时频分辨率和时频聚集性，但

在处理多分量信号时，WVD 会受到交叉项的干扰。

为了提高时频分布的聚集性，时频重排方法

（reassignment method，简称 RM）通过计算能量重

心，在时间和频率上对时频分布的能量进行重新排

列，提升了时频聚集性［2］。Daubechies 等［3］在传统

RM 方法的基础上，提出了同步压缩变换（synch⁃
rosqueezing transform，简称 SST）。 SST 在频率上

对时频能量进行压缩，保留了信号的重构特性，但在

处理瞬时频率（instantaneous frequency，简称 IF）快

速变化的信号时，SST 所采用的一阶信号模型难以

适用。

研究表明，一些机械故障信号本质上都是稀疏

的，可以采用稀疏模型进行分析。通过寻找信号基

于特征字典的稀疏表达，可实现对冗余信息的压缩

和特征提取［4］。常用的稀疏求解算法包括匹配追踪

（matching pursuit，简称 MP）和基追踪（basis pursuit，
简称 BP）等。MP 用于求解 l0 范数，采用贪婪算法选

择出最能匹配信号结构的原子，得到局部最优解，但

其存在运算量庞大的问题［5］。BP 通过求解 l1 范数

最小值得到全局最优解，但其对于字典构建有着很

高的要求［6］。为了提高结果的稀疏程度和特征提取

的能力，解决 l1 范数对非零参数惩罚不一致的问题，

提出对 l1 正则项进行加权的稀疏方法［7］。基于信号

稀疏的时频分析将稀疏理论与 STFT 等时频方法相

结合，利用稀疏的原子表征信号，使结果具有更高的

时频分辨率。因此，稀疏理论逐渐被应用于时频分

析领域，以获得更为稀疏的时频结果［8］。Tong 等［9］

提出了脊线感知加权稀疏表示（ridge⁃aware weight⁃
ed sparse time⁃frequency representation，简 称 RW ⁃
STF）。基于脊线增强的思想，利用正则项权重矩阵

实现了高时频聚集性的信号表达，然而在处理高阶

频率快变信号时，该方法难以获得较高的时频聚集
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性和时频准确性。

笔者以信号的稀疏时频分析方法为基础，提出

了广义瞬时频率加权的稀疏时频分析（generalized 
if weighted sparse time⁃frequency analysis，简称 GI⁃
WSA）方法，以提高信号时频表示的聚集性和准确

性。首先，对原始信号进行 STFT 得到时频表达；

其次，推导广义瞬时频率估计显式公式来构建权重

算子，以保留时频脊线参数，提取信号特征；最后，采

用快速迭代收缩阈值算法（fast iterative shrinkage 
thresholding algorithm，简称 FISTA）［10］进行最优化

求解，得到最终的稀疏时频分布。

1 理论基础

1.1　稀疏时频模型与正则项加权　

建立调幅调频信号模型

x ( τ ) = A ( τ ) ejφ ( )τ （1）
其中：A ( τ )为调幅函数；φ ( τ )为相位响应函数。

稀疏时频表征的主要目的是用尽可能少的原子

表征信号的时频结果，即表征中含有尽可能少的非

零参数。为了便于求解，这个过程一般可以转化成

求解 l1 范数的凸优化问题［11］。建立信号的稀疏时频

表征模型为

min { R
1
：H ( R ) = x ( τ ) } （2）

其中：R为待求的信号稀疏时频表征；H为时频变换

的逆变换算子。

考虑到实际应用中 R不完全稀疏，在应用时对

约束进行松弛，并改写为成本函数形式

arg min
R

 J ( R ) = G ( R ) + λ R
1

（3）

其中：λ为正则化参数，用于调节目标函数中约束项

的权重； ∙
1
为向量的 l1 范数，用于惩罚非稀疏的解。

整个求解过程就是令成本函数 J最小化的过

程。函数G ( R )的矩阵形式为

G ( R ) = 1
2
 x ( )τ -H ( )R 2

2
（4）

其中： ∙
2
为向量的 l2 范数，用于表示稀疏时频表征

重构后与原始信号之间的误差。

函数G ( R )的梯度算子为

∇G ( R ) =H*(H ( R ) - x ) （5）
其中：H*（·）为H（·）的伴随矩阵。

对于线性变换算子来说，其共轭转置矩阵等于

其伴随矩阵，即H* ( · )=H ( · )T。

在 l1 范数下，较大的参数容易受到更大的惩罚；

而在 l0 范数下，大小参数都受到一致的惩罚。为了

令 l1 范数更接近理论的 l0 范数，即更平等地惩罚非

零参数，在惩罚项中引入权重算子

J= 1
2
 x ( )τ -H-1( )R 2

2
+ λ W⊙R

1
（6）

其中：权重算子W为矩阵，与 R矩阵的阶数相同；⊙
表示求哈达玛积。

为了得到更稀疏的结果，权重算子应该在时频

脊线附近有更小的参数，在其余部分有更大的参

数。经过权重矩阵的约束和软阈值过滤后，使得脊

线附近的较大参数得以保留，其余部分的较小参数

置 0，以达到保留特征信息而清除冗余信息的目的，

最终实现时频表征的稀疏化。由于信号的瞬时频率

φ'( t )集中反映了时频图中的时频特征信息，且具有

很高的分辨率，因此可以用于构建权重算子。基于

瞬时频率的权重算子可定义为

W= | f- φ'( t ) | （7）
其中：f为频率变量。

当频率变量 f接近瞬时频率 φ'( t )时，权重算子

的取值较小；当频率变量 f距离瞬时频率 φ'( t )越远

时，权重算子的取值越大，满足上述对于权重算子的

性质要求。该算子能较好地提取脊线，在稀疏过程

中将信号特征保留。

引入权重算子后，式（6）仍然满足凸函数性质，

同时考虑到求解的收敛速度和简洁性，求解式（6）最

常用的方法之一就是 FISTA 算法。FISTA 算法采

用前 2 次迭代结果的线性组合作为当前迭代的初

始，加快了收敛速度。收缩软阈值算子可以设为

soft ( )x，u =
ì
í
î

ïï
ïï

( )|| x - u sgn ( )x     ( || x > u )
0                                  ( || x ≤ u )

    （8）

其中：u为阈值。

FISTA 具体迭代过程如下。

初始化：t1 = 1，y1 = R 0， ρ= 1，ε，M
第 k步：

Rk+ 1 = soft ( yk + ρT ( x ( t ) - T-1( Rk ) )，λρW )

tk+ 1 = 1 + 1 + 4tk 2

2

yk+ 1 = Rk+ 1 + tk - 1
tk+ 1

( Rk+ 1 - Rk )

迭代停止：
 R( )k+ 1 - R( )k 2

2

 R( )k 2

2

< ε或 k+ 1 >M

其中：T表示 STFT；T-1 为 STFT 逆变换；ε为停止

准则阈值；M为 最大迭代次数；λ为正则化参数；ρ为
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迭代步长；W为权重算子。

1.2　信号 STFT的基础性质　

根据式（1）建立的仿真信号模型，对调幅函数取

对数，在时间 t处（t很接近 τ）进行 n阶泰勒展开，

得到

log ( A ( τ ) ) = ∑
k= 0

n log [ A( )k ( )t ]
k！

( τ- t ) k （9）

其中：A( )k ( t )表示对函数A ( t )关于 t求 k阶导。

对调频函数进行 n阶泰勒展开，可得

φ ( τ ) = ∑
k= 0

n φ( )k ( )t
k！

( τ- t ) k （10）

因此，式（1）的信号模型为

x ( τ )= exp (∑n= 0

N ln ( )A ( )η
( )n

( )t + jφ( )n ( )t
n！

( τ- t ) n)
（11）

原信号 x ( t ) 的时频结果可以由改进短时傅里

叶变换得到

T ( t，f ) =∫
-∞

+∞

x ( τ ) g *( τ- t ) e-jf ( )τ- t dτ （12）

其中：g *为窗函数 g的共轭。

本研究中 STFT 的窗函数均选取高斯窗函数，

高斯窗函数表示为

g ( t ) = 1
σ π4

e
- t 2

2σ 2 （13）

其中：σ为决定窗宽的参数。

基于不同高斯窗函数的短时傅里叶变换分布

T n
1，  n∈N+表征为

T n
1 ( t，f ) =∫

-∞

∞

x ( τ ) h*( τ- t ) e-jf ( )τ- t dτ （14）

其中：h ( t ) = t n- 1 g ( t )，为不同形式的高斯窗函数。

1.3　权重算子　

基于式（7）关于权重算子的定义，求取权重算子

首先要计算 φ'( t )，即进行信号的瞬时频率估计。调

幅与调频信号模型的瞬时频率可以近似认为是分析

信号时频平面的瞬时频率。N阶瞬时频率估计算子

的计算结果为

φ'( )t =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

f- ℑ ( )b T 2
1 T 1

1 ( N= 1 )

f- ℑ ( )1
|| A ∑
n= 2

N

A 1，n( )n- 1 T n- 1
1 ( N≥ 2 )

（15）

其中：ℑ ( ∙ )表示取虚部；b取值为- 1
σ 2 。

A为计算过程中的矩阵算子，定义为

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úT 1
1

T 2
1

⋮
T N- 1

1

T N
1

T 2
1

T 3
1

⋮
T N

1

T N+ 1
1

⋯
⋯

⋯
⋯

T N- 1
1

T N
1

⋮
T 2N- 3

1

T 2N- 2
1

T N
1

T N+ 1
1

⋮
T 2N- 2

1

T 2N- 1
1

    （16）

其 中 ：A 1，n 为 矩 阵 A 的 代 数 余 子 式 ；T n
1 ( t，ω ) 由

式（14）计算获得。

根据权重算子的构造方法，得到基于广义瞬时

频率估计构建的权重算子为

W=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

|| ℑ ( )b T 2
1 T 1

1 ( N= 1 )
|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
|
ℑ ( )1

|| A ∑
n= 2

N

A 1，n( )n- 1 T n- 1
1 ( N≥ 2 )

   （17）

通过比较发现，一阶瞬时频率估计的权重算子

（即 n= 1）的表达式与文献［9］中 RWSTF 方法所采

用的权重算子一致。因此，可以认为 RWSTF 方法

是笔者提出方法的一阶特殊形式。

权重算子的计算效率与权重算子的阶数相关。

根据式（17），若要计算 n阶权重算子，需要计算 T k
1，

其中，k= 1， 2，…，2n- 1。因此，n阶权重算子共需

进行 2n- 1 次 STFT 计算。

2 数值仿真

利用提出的 GIWSA 方法对仿真信号进行稀疏

求解。首先，比较本研究方法与其他经典时频处理

方法的时频聚集性和准确性；其次，分析权重算子的

阶数对信号稀疏结果的影响，并给出算子阶数的选

择方法；最后，研究本方法和其他时频处理方法的计

算效率。

仿真信号为多分量的调幅调频信号

x ( )t = ∑
i= 1

3

xi ( )t （18）

其 中 ：x1( t ) 为 谐 波 信 号 ，频 率 为 35 Hz，x1( )t =
Aexp[ ]2πj( )35t ；x2( t ) 为 三 阶 调 频 信 号 ，x2( )t =

Aexp é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2πj( )250t- 250t 2 + 500

3 t 3 ；x3( t ) 为 包 含 高

阶 瞬 时 频 率 的 调 频 信 号 ， x3( )t =

Aexp é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2πj( )390t- 6

π cos ( )10πt ； x1( t )， x2( t ) 和

x3( t )均包含调幅成分；A= 2 - 0.1cos ( )2πt 。
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仿真信号的时域波形和理论瞬时频率曲线如

图 1 所 示 。 其 中 ：采 样 时 间 为 1 s，采 样 频 率 为

1 024 Hz。STFT 的高斯窗参数 σ起到平衡时间分辨

率和频率分辨率的作用，其选择对于最终结果至关

重要，为了不失一般性，这里窗宽参数 σ均为 0.011。

2.1　时频聚集性　

瑞利熵是衡量信号时频聚集性的指标之一，可

以衡量信号的复杂程度［12⁃13］。当时频分布不规律、

复杂度越高时，瑞利熵越大。

瑞利熵的定义为

Rα = 1
1 - α

log2
∬T α( )t，f dtdf

∬T ( )t，f dtdf
 （19）

其中：α 为瑞利熵的阶数；T ( t，f ) 为信号的时频

分布。

当 α= 3 时，瑞利熵稳定性最好，因此选取三阶

瑞利熵作为判断时频聚集度的指标。

采用提出的 GIWSA 算法求解原始信号的时频

表达，其中：RWSTF 基于一阶权重算子，GIWSA 基

于三阶权重算子，同时采用 SST 经典时频分析方法

对信号求解。最终仿真信号 x ( t ) 的不同时频分布

（time⁃frequency representation，简 称 TFR）结 果 如

图 2 所示。表 1 为不同时频方法的瑞利熵。可以发

现，相比传统的时频方法，基于瞬时频率估计的稀疏

时频拥有更高的时频聚集性，且权重算子的阶数越

高，时频聚集程度越高。这是因为权重算子的阶数

越高，对高阶快变瞬时频率的拟合程度越好，在尽可

能保真的基础上能够取得更高的时频聚集性。事实

上，通过调节 l1 加权正则项的正则化参数 λ，可以改

变结果的稀疏程度，λ越大，稀疏程度越高，相应的

瑞利熵也越小。

2.2　时频准确性　

为 了 研 究 不 同 时 频 方 法 结 果 的 准 确 性 ，对

图 2（a）中标识的位置局部放大。图 3 为不同时频分

析方法结果的局部放大图（红色曲线代表理论瞬时

频率）。其中：[ 0.15，0.2] s × [164，194] Hz 取自三阶

调频信号，代表信号瞬时频率变化较慢的区间；

[ 0.425，0.43] s × [ 430，460] Hz 取自高阶调频信号，

代表瞬时频率变化较快的区间。可以看出，在变化

较慢的频率区间内，各阶 GIWSA 的结果与理论曲

线均较为吻合。在变化较快的频率区间内，RW ⁃
STF 的结果与理论曲线的偏差较大，而三阶 GI⁃
WSA 的结果与理论瞬时频率基本重合，准确性更

高。STFT 和 SST 的结果包含了理论曲线，但时频

的聚集程度明显低于 GIWSA。

为了进一步研究时频结果的准确性，需要对实

际与理论之间的误差进行计算。陆地移动距离

（earth mover distance， 简称 EMD）是一种距离度量

方法，可用于比较实际的时频结果与理论瞬时频率

之间的相似程度［14］，其定义为

EMD =∬ ||TFn - TFi ds （20）

表 1　不同时频方法的瑞利熵

Tab.1　The Rényi entropy of different TFA methods

时频方法

STFT
SST
RWSTF
GIWSA

瑞利熵

7.334
4.003
1.631
1.369

图 2　仿真信号 x ( t )的不同时频分布结果

Fig.2　The TFRs of x ( t ) from different TFA methods

图 1　仿真信号的时域波形和理论瞬时频率曲线

Fig.1　Time-domain waveform and theoretical IF of simu⁃
lation signal
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其中：TFn为归一化后的时频结果；TFi为理论时频

结果，如图 1（b）所示。

采用 EMD 对时频准确性进行评估，得到不同

时频方法的 EMD 如表 2 所示。EMD 的值越小，表

明实际结果与理论瞬时频率的相似程度越高，即时

频准确性越高。由表 2 发现，对于谐波分量 x1( t )，
SST，RWSTF 和 GIWSA 的 EMD 相差不大，这是

因为仿真信号中包含一阶频率，基于一阶频率模型

的 SST 和 RWSTF 能更好地拟合信号。对于三阶

调频分量 x2( t ) 和高阶调频分量 x3( t )，GIWSA 的

EMD 明显小于其他方法，这是因为三阶权重算子可

以准确估计三阶的瞬时频率，在处理快变的高阶信

号时，与理论结果最为接近。

由此发现，GIWSA 方法权重算子的阶数应根

据信号的调频分量进行选择。当信号中包含某阶的

调频分量，选择该阶的权重算子能够取得时频准确

性较高的结果。当信号中包含高阶的正弦调频分量

时，权重算子的阶数越高，时频准确性也越高。综合

考虑计算的简洁性和结果的质量，一阶调频选用一

阶算子，二阶调频选用二阶算子，而三阶及正弦调频

分量选用三阶算子能够得到较好的结果。

此外，正则化参数 λ对于稀疏结果有很大影响，

通过计算瑞利熵和 EMD，选择合适的 λ，可平衡结

果的时频聚集性和准确性，最终提高稀疏解的质量。

2.3　计算效率　

计算效率是衡量时频方法的重要指标之一。对

于一维的 N点采样信号，快速傅里叶变换（fast Fou⁃
rier transform， 简 称 FFT）的 计 算 复 杂 度 为

O ( NlogN )，而 STFT 通过移动窗口在 N个窗口内

进行 FFT，其复杂度为 O ( N 2 logN )。传统时频方

法通过几次 STFT 得到结果，两者的计算复杂度均

为 O ( N 2 logN )。笔者提出的 GIWSA 方法需要进

行 n阶权重算子的计算。根据推导出的表达式，求

解 n阶算子需要进行 2n- 1 次 STFT，其计算复杂

度为O ( nN 2 logN )，其中，n为权重算子阶数。此外，

在 FISTA 算法的每次迭代中需要进行一次 STFT
和一次逆 STFT，其计算复杂度为O (mN 2 logN )，其
中，m为迭代次数。因此，本研究方法的计算复杂度

为 O ( ( n+ m )N 2 logN )。显然，该方法的计算效率

与迭代次数密切相关。综合考虑计算效率和结果的

质量，选取迭代次数为 30。

3 实  验

转子碰摩是转子系统运转过程中的常见故障之

一，具有非平稳非线性的特征，主要表现为瞬时频率

的周期性快速振荡。如果能够提取出振动信号的此

类调频特征，就能对碰摩故障进行诊断。

笔者采用提出的 GIWSA 方法处理实验采集的

转子系统振动信号，并进行碰摩故障的诊断。图 4

表 2　不同时频方法的 EMD
Tab.2　The EMD values of different TFA methods

时频方法

STFT
SST
RWSTF
GIWSA

EMD
x1( )t
2.755
1.077
1.000
1.000

x2( )t
2.762
0.895
0.812
0.792

x3( t )
2.819
2.555
1.378
0.281

图 3　不同时频分析方法结果的局部放大图

Fig.3　Local zooms of different TFRs
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为模拟碰摩故障的实验装置，主要由电涡流传感器、

碰摩螺栓、马达和数据采集系统等组成。通过调节

碰摩螺栓的位置高度，使其与轴面发生摩擦，以模拟

转子的碰摩状态。电涡流传感器采集转子的轴向位

移，并输入数据采集系统以供分析和处理。转子的

转速为 60 Hz，振动信号的采样频率为 20 480 Hz，信
号的时域波形图和频谱图如图 5 所示。可以发现：

时域图出现了明显的正弦失真；频谱主要以基频

60 Hz 为主，同时也包含了 120 Hz 二倍频等谐波分

量。为了进一步判断信号的碰摩故障特征，需要对

信号进行时频分析。

分别采用传统时频处理方法以及提出的 GI⁃
WSA 方法处理实验信号，得到时频图，并截取基频

附近的结果。图 6 为振动信号的时频处理结果。可

以发现：采用 RWSTF（参数为 ρ=0.5，λ=0.01）和

GIWSA（参数为 ρ=0.5， λ=0.06）得到的结果可以

清晰地观察到瞬时频率的周期性振荡，充分展现了

碰摩信号的非线性特征，且 GIWSA 的时频聚集性

明显优于 SST 和 RWSTF。但是，由于一阶权重算

子对于瞬时频率估计的不准确，导致了 RWSTF 的

结果损失了原信号周期振荡的特性，难以对碰摩故

障进行诊断。相较于其他方法，GIWSA 在具有高

时频聚集性的同时，能清楚地保留信号瞬时频率的

周期振荡特点。实验结果也验证了提出的权重算子

阶数选择方法。由于碰摩信号包含高阶的正弦调频

分量，故选用三阶算子比较合适，能够取得更高的时

频准确性。

根据文献［15］的方法提取图 6 （c）的瞬时频率，

并计算其频谱。图 7 为 GIWSA 提取的瞬时频率及

图 7　GIWSA 提取的瞬时频率及其频谱

Fig.7　The extracted IF from GIWSA and the spec⁃
trum of the extracted IF

图 4　碰摩故障的实验装置

Fig.4　The test rig for rub-impact

图 5　信号的时域波形图和频谱图

Fig.5　The time-domain waveform and its spectrum of 
the analyzed signal

图 6　振动信号的时频处理结果

Fig.6　The TFRs of the vibration signal
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其频谱。可以发现：瞬时频率的振荡频率为 30 Hz，
为工频的 1/2 倍频，这是由以 30 Hz为频率的周期性

碰摩引起的。通过分析瞬时频率的频谱结果，可以

进一步认定转子系统在运转过程中存在碰摩故障，

因 此 可 以 认 为 GIWSA 能 有 效 地 进 行 碰 摩 故 障

诊断。

4 结束语

笔者采用广义瞬时频率估计构建权重算子，提

出了广义瞬时频率加权的稀疏时频分析方法，解决

了一阶权重算子对于频率快变的信号难以准确提取

信号特征的问题。在利用 FISTA 算法进行稀疏求

解时，通过软阈值的约束，保留了更为准确的信号特

征信息并去除了冗余信息，从而得到更高时频聚集

性和时频准确性的稀疏时频分布，利用处理多分量

的仿真信号验证了方法的有效性。通过与传统时频

方法的对比，说明该方法具有更高的时频聚集性和

准确性。碰摩实验信号也验证了该方法可以有效地

提取时频特征，并应用于碰摩故障诊断。
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