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摘要  针对随机因素和微弱信号初相位影响的问题，构造了强噪声背景下检测谐波微弱信号频率、相位的方差曲线

周期识别法。首先，基于随机 Melnikov 函数和系统关于相位分岔图的周期特性，初步提出周期识别法；其次，论证

分岔图和方差曲线具有一致性，进一步将周期识别法优化为方差曲线周期识别法；然后，基于频谱泄露最小原则，设

计自适应离散傅里叶变换数据处理方法来解决由方差曲线不光滑而引起的结果不准确问题；最后，采用二次检测来

解决检测系统中策动力信号与被测信号存在频差而导致动力学转迁的不明显问题。仿真结果表明，该方法不受被

测信号初相位影响，可识别淹没在强噪声中的微弱信号，被识别信号的信噪比可低达-74.96 dB。列车轴箱轴承故

障实验中获得的方差曲线周期现象清晰，也表明了该方法的工程实用性。
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引  言

轴箱轴承是高速列车走行部的关键部件，承担

着支承、传动、运动转换等重要功能，掌握轴承状态，

做到早期故障早期诊断并及时预防意义重大。由于

早期故障信号能量较小，并淹没在强噪声背景中，这

给故障诊断带来困难［1］。目前，学者们对于机械故

障的信号感知、特征分析与提取、损伤参数识别等方

面均取得了丰硕成果［2］。但是，高速列车轴箱轴承

内圈与轮对刚性连接，轮轨激励直接影响其振动和

载荷特性，其故障特征与复杂背景噪声混杂在一起

而难以识别［3］。传统滤波方法仅适用于信噪比（sig‑
nal noise ratio，简称 SNR）较高的场合，早期故障信

号的低 SNR 特性给信号检测带来挑战。

混沌系统具有对信号敏感而对噪声相对免疫特

性，可将隐藏在强噪声背景下的微弱信号通过混沌

系统的动力学行为突变凸显出来，用来对谐波微弱

信号进行识别［4‑5］。基于此，学者们研究了各类非线

性系统及相应的动力学行为特性，并将其用于微弱

信号参数识别。Gokyildirim 等［6］提出了一种正弦混

沌吸引子，利用 Lyapunov 指数量化了系统策动力幅

值与系统状态之间的关系，并用于信号检测，该方法

具有精度高、被测信号 SNR 低的特点。Li 等［7］提出

了一种将耦合 Lorenz 系统与功率谱相结合的轴承

故障诊断方法，利用混沌系统的抗噪性和非线性放

大能力，提高了被测信号的 SNR。

Duffing 振子分岔图中状态转迁边界清晰，非常

适合信号检测，学者们对 Duffing 系统及其改进系统

进行研究，并用于微弱信号检测［8］。赖志慧等［9］利用

Duffing 系统对小谐波信号作用下的动力学行为突

变进行信号检测，研究被测信号初相位对检测效果

的影响，虽然在一定程度上克服了相位对信号检测

的影响，但不能精确测量系统的相位。Tian 等［10］构

造了变尺度 Duffing 系统，利用 Melnikov 方法推导了

系统的混沌阈值，提出了用于微弱信号检测的同频

凸峰法，但该方法对被测信号相位的要求条件使其

使用受到限制。笔者基于变尺度 Duffing 系统策动

力函数和微弱信号同频同相产生凸峰的原理［10］，利

用检测系统动力学行为的周期性进行微弱信号检

测，以克服相位对检测的影响。

1 周期识别法

1.1　相位对同频凸峰法的影响　

考虑变尺度 Duffing 检测系统为
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ì
í
î

ẋ= ω 1 y

ẏ= ω 1 [ x- x3 - μy+ f ( t )+ r ( t )+ σn ( t ) ]
  （1）

其 中 ：f ( t )= f cos (ω 1 t )，为 系 统 的 正 弦 策 动 力 ；

r ( t )+ σn ( t ) 为 输 入 系 统 的 被 测 信 号 ；r ( t )=
r cos (ω 2 t+ φ )，为信号分量；σn ( t ) 为噪声分量，其

功率谱密度K= σ 2 /2π。
当 ω 1 = ω 2 = ω时，策动力与信号分量叠加，得

到合成函数为

feq ( t )= f ( t )+ r ( t )= feq cos (ωt+ Ψ ) （2）
其中

feq = f 2 + r 2 + 2fr cos φ （3）

Ψ= arctan r sin φ
f+ r cos φ （4）

根据同频凸峰法原理［10］，当信号分量与策动力

同相，使合成函数项的幅值大于系统的混沌阈值时，

式（1）的动力学行为出现混沌状态到周期状态的转

迁 ，可 判 断 被 测 信 号 的 存 在 。 由 式（3）可 知 ，当

φ≠ 0 时，合成函数幅值具有不大于混沌阈值的可

能性，此时同频凸峰法失效。

1.2　周期性与周期识别法　

1.2.1　检测系统的混沌阈值　

将式（2）代入式（1），可得

ì
í
î

ẋ= ωy

ẏ= ω [ x- x3 - μy+ feq ( t )+ σn ( t ) ]
（5）

其中：feq ( t )= feq cos (ωt+ Ψ )。
均方意义下式（5）的 Melnikov 函数［11‑13］为

M ( t0 )= -M̂ 2 + M̄ 2 ( t0 )+ E [ M͂ 2 ( t0 )] （6）
其中：

-M̂ 2=-( 4ω2 μ
3 ) 2

；M̄ 2 ( t0 )=é

ë
ê
êê
ê 2 feq πω3 sech ( )πω

2 ×

sin ( )ωt0 + Ψ ]2；E [ M͂ 2 ( t0 )] = 8σ 2 πKω6。

式（5）的混沌阈值为

fd =
( )4μ

3

2

- 8σ 2 πKω2

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2 πωsech ( )πω

2

2 （7）

式（7）中不含相角Ψ，混沌阈值与相角无关。

1.2.2　系统动力学行为的周期性　

设 fc 为式（5）由混沌状态跃迁到周期状态的混

沌阈值。令 Θ= arccos f
2

c - f 2 - r 2

2 fr
，结合式（3），当

φ∈( )2kπ + Θ，2( k+ 1 ) π + Θ ，k∈ Z 时 ，feq < fc，系

统处于混沌状态；当 φ ∈ ( )2kπ - Θ，2kπ + Θ ， k∈ Z
时，feq > fc，系统处于周期状态。由此可知，检测系

统的状态随着被测信号的初相位呈周期性转迁。图

1 为检测系统状态周期性转迁原理图。当 feq ( t ) 大
于阈值时，系统呈现周期状态；反之，系统呈现混沌

状态。

1.2.3　周期识别法　

针对式（1），由于被检测信号具有周期性，即

r cos (ω 2 t+ φ )= r cos (ω 2 t+ φ+ 2kπ ) （8）
可得式（1）的等价系统为

ì
í
î

ẋ= ω 1 y

ẏ= ω 1 [ x- x3 - μy+ f ( t )+ r ′( t )+ σn ( t ) ]
   （9）

其中：r ′( t )= r cos (ω 2 t+ φ+ 2kπ )。
式（1）表明被测信号初相位变化是周期性的，因

此其动力学行为也是周期性的。应用该特性可形成

周期识别法。式（1）中，取参数为 ω 1 = ω 2 = ω=
917 rad/s，f= 0.822，μ= 0.5，σ= 0.026，φ=-225∘， 
r= 0.013，得到式（1）关于被测信号相位的分岔图如

图 2所示。纵坐标为数值解时间序列在各周期内最大

值与最小值之差。此时，分岔图呈现清晰的周期性，

该周期性反映了ω= 917 rad/s时周期信号的存在。

周期识别法的实质是：利用非线性系统把隐藏

在强噪声背景下的微弱周期信号转化为清晰的周期

性的相位分岔图，相位分岔图与被测信号具有相同

周期和初相位，从而可识别被测信号。

1.3　噪声对周期识别法影响　

周期识别法中相位分岔图周期性的清晰程度不

图 1　检测系统状态周期性转迁原理图

Fig.1　Schematic diagram of the periodic transition of the de‑
tection system state

图 2　式(1)关于被测信号相位的分岔图

Fig.2　Bifurcation diagram of system (1) with respect to the 
phase of the weak signal
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可避免地受到噪声影响。为研究噪声对识别效果的

影响，进行如下仿真实验。式（1）中，令 ω 1 = ω 2 =
ω= 1 005.31 rad/s，f= 0.822，μ= 0.5，r= 0.005，
φ= -135∘，噪 声 参 数 σ 分 别 为 0.025， 0.05， 0.1， 
0.15。不同 SNR 下式（1）关于微弱信号相位的分岔

图如图 3 所示。当 SNR 较高时，式（1）的状态转换

清晰，分岔图的周期性也比较明显。随着信号 SNR
降低，这种周期现象变得越来越模糊。SNR 过低，

会影响分岔图的清晰程度，给信号检测带来困难。为

提高检测系统抗噪性，需要对识别方法进一步优化。

2 方差曲线周期识别法

2.1　分岔图与方差曲线　

为了显化隐藏在噪声背景中被测信号的周期性

和初相位，可借助式（1）动力学行为的统计特性，将

强噪声情况下模糊的相位分岔图转变为周期性较清

晰的方差曲线，进一步将周期识别法优化为方差曲

线周期识别法。

在获取式（1）关于相位的分岔图过程中，在遍历

的每个采样点处对系统解序列中多个周期的最大值

和最小值取方差，可得与相位分岔图对应的方差曲

线。取图 3（a）对应参数，其相位分岔图和方差曲线

如图 4 所示。可见，方差曲线与分岔图具有相同的

周期性和相位。

2.2　分岔图和方差曲线具有一致性　

由图 4 可看出，式（1）相位分岔图与基于统计特

性的方差曲线在系统的周期性及相位上具有一致

性。事实上，由以下命题 1 和命题 2，可证明其具有

一致性结论。

命题 1：对于实随机变量 X和任意常数 C，有

DX= E ( X- EX )2 ≤ E ( X- C )2，当且仅当 EX=
C时，DX= E ( X- C )2。

证明：

E ( X- EX )2 - E ( X- C )2 =
EX 2 -( EX )2 - E ( X 2 - 2CX+ C 2 )=
EX 2 -( EX )2 - EX 2 + 2CEX- C 2 =
-( EX )2 + 2CEX- C 2 =
-( EX- C )2 ≤ 0

故DX= E ( X- EX )2 ≤ E ( X- C )2。

根据命题 1 结论，进一步可得命题 2。
命题 2：∀A< B，( A，B∈ R )，存在序列 { d2n |A=

d 1 ≤ d 2 ≤ ⋯ ≤ d 2n = B } 和 序 列 { e2n |A= e1 = e2 =
⋯ = en，B= en+ 1 = en+ 2 = ⋯ = e2n }，则 2 个序列的

方差满足D { d2n } ≤ D { e2n }。
证明：

令常数 F= E { e2n }= A+ B
2 ，由命题 1 可得

D { d2n }=
∑
k= 1

2n

( dk - E { d2n } )2

2n ≤
∑
k= 1

2n

( dk - F )2

2n
由于 d 1<F<d 2n，设 dm ≤ F≤ dm+ 1，其中，1 ≤

图 4　式(1)的分岔图和方差曲线

Fig.4　Bifurcation diagram and variance curve of system(1)

图 3 不同 SNR 下式(1)关于微弱信号相位的分岔图

Fig.3　Bifurcation diagram of system (1) with respect to 
the phase of the weak signal under different SNR
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m≤ 2n- 1，则有

∑
k= 1

2n

( dk - F )2

2n =
∑
k= 1

m

( dk - F )2 + ∑
k= m+ 1

2n

( dk - F )2

2n ≤

∑
k= 1

m

( A- F )2 + ∑
k= m+ 1

2n

( B- F )2

2n =

∑
k= 1

2n

( ek - E { e2n } )2

2n = D { e2n }

故D { d2n } ≤ D { e2n }。
周期状态下 Duffing 检测系统解序列在各策动

力周期内的最大值和最小值取恒定的 2 个数值，这

些值构成的序列满足命题 2 中 { e2n }的条件；而混沌

状态下解序列在各策动力周期内的最大值与最小值

是随机的，其大小介于周期状态下的最大值和最小

值之间，由其构成的序列满足命题 2 中 { d2n } 的条

件。由 D { d2n } ≤ D { e2n } 可知，当系统处于周期状

态，分岔图处于凸峰点，此时方差曲线恰好取最大

值，这证明了分岔图和方差曲线具有一致性。方差

曲线在机器的自动识别上容易操作，更适合开展故

障诊断。

2.3　方差曲线周期识别法的抗噪性　

为方便比较，采用与图 3（d）相同的参数，生成

强噪声背景下的方差曲线，如图 5 所示。

对比图 3（d）和图 5 可知，在相同系统参数和

SNR 下，方差曲线比分岔图具有更清晰的周期特

性。对比仿真结果，在图（3）分岔图中，当被测信号

的 SNR 低于-66.85 dB 时，已经很难分辨出周期特

性，而方差曲线却依然表现出非常清晰的周期性。

因此，方差曲线的周期识别法比分岔图的周期识别

法在抗噪性能上有提升。根据图 3（d）参数可以计

算该参数下的 SNR［10］

SNR = 10log r 2

2σ 2 = -74.96 dB （10）

对 比 文 献［10］采 用 的 同 频 凸 峰 法 达 到 的

-54.88 dB 检测效果，笔者采用方差曲线来检测微

弱信号其 SNR 可以低达 -74.96 dB。该方法在克

服了相位影响的同时，还表现出对于噪声的鲁棒性。

2.4　方差曲线周期识别法的优化　

由图 5 可知，强噪声下方差曲线虽然周期性清

晰，但并不光滑，这给机器自动识别带来困难，有必

要进一步探讨对方差曲线的处理方法。笔者基于频

谱泄露最小原则设计自适应离散傅里叶变换（dis‑
crete Fourier transform，简称 DFT）算法来处理方差

曲线。算法以周期长度为变量，对每个周期采样点

数进行搜索，当搜索周期长度等于方差曲线周期时，

频谱泄露最小，此时对应的基波谱线能量最大。针

对图 5 所示的方差曲线，基波幅值随周期点数的变

化曲线如图 6 所示。

图 6中，当无量纲谱线幅值最大时，频谱泄露最小，

此时周期点数为 64.2，对应角频率为 1 002.18 rad/s，
与设置的信号角频率 1 005.31 rad/s 之间的相对误

差为 0.31%。同时，由自适应 DFT 算法得到基波初

相位为-123.65°，与实际设置的微弱信号相位-135°
相差 11.35°，相对误差为 6.31%。为方便比较，将基

波与直流分量叠加，得到方差曲线和基波曲线，如

图 7 所示。可见，由自适应 DFT 算法得到的基波与

直流分量合成曲线与原始方差曲线吻合较好。

2.5　频差情况下的二次检测　

工程应用中，目标故障频率通常为估算值，与检

测系统设置的的策动力频率存在一定误差，不满足

图 5　强噪声背景下的方差曲线

Fig.5　Variance curve under strong noise

图 6　基波幅值随周期点数的变化曲线

Fig.6　Curve of fundamental wave amplitude with number of 
points per cycle

图 7　方差曲线和基波曲线

Fig.7　Variance curve and fundamental harmonic curve
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文献［10］的同频条件，此时相位分岔图会一直表现

为混沌状态。但事实上，由式（9）知式（1）是周期的，

其动力学特性必有周期性，只是应用分岔图表现不

明显，而具有统计量特性的方差曲线却能显化这种

周期性。频率偏差情况下首次检测的动力学特性如

图 8 所示。图 2 所对应参数中，令 ω 2 = 886.5 rad/s，
ω 1 = 917 rad/s，并进行数值仿真，此时分岔图一直

表现为混沌状态，而方差曲线却表现出了与被测信

号相同的周期性，只是曲线非常不光滑，相位也不准

确，如图 8 绿色曲线所示。对方差曲线进行局部均

值滤波，效果仍不理想，如图 8 红色曲线所示；但根

据自适应 DFT 算法可得到周期性的光滑曲线，如图

8 蓝色曲线所示。计算得到角频率为 888.67 rad/s，
与被测信号的实际角频率 886.5 rad/s之间的相对误

差为 0.24%，二者非常接近。

调整策动力函数的频率为 ω 1 = 888.67 rad/s，
进行第 2 次检测，此时分岔图和方差曲线周期性都

表现清晰，频率偏差情况下二次检测的动力学特性

如图 9 所示。此时可计算被测信号的频率为 887.69 
rad/s，与设置的信号角频率 886.5 rad/s 之间的相对

误差为 0.13%。

3 实  验

3.1　实验条件及实验过程　

采用与文献［10］相同的实验数据进行实验，实

验平台为铁路轴承综合实验台，如图 10 所示。

轴 承 型 号 为 FAG F ‑ 80781109 TAROL 130/
240‑B‑TVP，节 径 P d = 185 mm，滚 子 直 径 B d =
26.5 mm，滚子数 N b = 17，压力角 α= 10°，轴承外圈

加工故障尺寸的长、宽和深分别为 5，1 和 0.7 mm；滚

动轴承转速设置为 n= 1 200 r/min，不加负载。振

动传感器［10］布置在轴箱端盖顶端，如图 11 所示，系

统的采样频率为 51 200 Hz。

外圈故障计算公式［10］为

ωFO = N b

2
n

60 ( 1 - B d

P d
cos α )= 917 rad/s

由于滚轴滑动、测量精度和各种干扰因素的影

响，该计算结果必然会存在误差。917 rad/s 仅为近

似估算值，与策动力存在频差而需要进行二次检测。

3.2　方差曲线周期识别法识别结果　

首次检测时将策动力频率设置为 917 rad/s，自
适应 DFT 算法检测信号频率为 886.5 rad/s，二次检

测时将非线性系统的策动力频率调整为该频率，

实验得到的滤波方差曲线和 DFT 基波曲线如图 12

图 12　实验得到的滤波方差曲线和 DFT 基波曲线

Fig.12　Filtered variance curve and DFT fundamental curve 
of experimental data

图 8　频率偏差情况下首次检测的动力学特性

Fig.8　Dynamic characteristics of first detection in the case of 
frequency difference

图 10　轴承综合实验台

Fig.10　Bearing test equipment

图 11　振动传感器 [10]

Fig.11　Vibration sensor[10]

图 9　频率偏差情况下二次检测动力学特性

Fig.9　Dynamic characteristics of secondary detection in the 
case of frequency difference

55



振  动、 测 试 与 诊 断 第  45 卷  

所示。计算得到被测信号的频率为 886.345 rad/s，
其 初 始 相 位 为 -146° ，可 以 判 断 角 频 率 为

886.345 rad/s 附近存在故障信号，检测结果与估算

的频率接近。

4 结  论

1） 提出了周期识别法。利用系统相位分岔图

的周期性来判断微弱信号的存在，解决了文献［10］
中参数识别受微弱信号相位限制的问题。

2） 改进周期识别法为方差曲线周期识别法。

在证明了相位分岔图与方差曲线存在一致性的基础

上，采用具有统计特性的方差曲线来代替系统相位

分岔图，进一步提高了检测方法的噪声鲁棒性，将待

检测信号的 SNR 由文献［10］的-54.88 dB 降低到

了-74.96 dB。

3） 采用自适应 DFT 数据处理方法对方差曲线

识别法进行优化。采用自适应 DFT 算法得到与被

测信号同频同相的光滑正弦曲线，解决了由于方差

曲线的不光滑而带来的偶然性误差问题。

4） 提出了频率偏差情况下的二次检测算法。

采用二次检测算法解决了由于策动力信号和被测信

号存在频差而导致的系统状态转迁不明显的问题。
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