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摘要  针对传统辛几何模态分解（symplectic geometry mode decomposition， 简称 SGMD）方法因嵌入维数选择依靠

经验公式，导致出现信号模态混叠和过度分解的问题，提出了一种改进的辛几何模态分解（improved symplectic 
geometry mode decomposition， 简称 ISGMD）方法。首先，通过计算原始信号的功率谱密度得到最大主峰的频率并

设定嵌入维数区间，根据峭度准则筛选分解后的辛几何分量（symplectic geometry component， 简称 SGC），得到每

个嵌入维数对应的最优 SGC；其次，引入模态混叠指数、过分解指数与峭度指标的综合评估目标值函数，选择最优

嵌入维数；然后，利用拉马努金周期变换（ramanujan periodic transform， 简称 RPT）方法进行微弱故障特征增强；最

后，通过仿真信号及风机滚动轴承实验数据，并与经验模态分解和局部均值分解等方法进行对比，验证了所提出滚

动轴承故障诊断方法的有效性。
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引  言

随着旋转机械在工业领域的大量应用，滚动轴

承的重要性日益凸显。滚动轴承长期在高速、重载

条件下工作，不可避免地会产生各种故障［1］，容易引

发严重事故。因此，对滚动轴承进行故障诊断具有

重要意义［2］。

滚动轴承故障信号往往淹没于复杂的背景噪声

中，因而难以提取其特征。Huang 等［3］提出了经验模

态分解（empirical mode decomposition， 简称 EMD）
进行特征提取，但 EMD 存在模态混叠和边界效应［4］。

鉴于此，局部均值分解（local mean decomposition， 简
称 LMD）［5］、变分模态分解（variational modal decom ⁃
position， 简称 VMD）［6］和奇异谱分解（singular spec⁃
tral decomposition， 简称 SSD）［7］方法被提出。其中：

VMD 通过非递归方式利用中心频率确定模态分量，

可有效抑制模态混叠，但仍需人工设定参数；SSD 可

以自适应确定嵌入维数，分解为奇异谱分量，但也面

临模态混叠和弱故障特征提取的问题［8］。

Pan 等［9］将辛几何方法引入旋转机械故障诊断，

提出辛几何模态分解（symplectic geometry mode de⁃
composition， 简称 SGMD）。SGMD 无需输入主观

参数，通过辛几何相似变换求解 Hamilton 矩阵的特

征值，并利用对应的特征向量重构单分量信号，已经

在故障诊断和医学诊断领域得到了应用［10］。然而，

SGMD 在构建轨迹矩阵时借鉴了 SSD 的方法，导致

其在处理强背景噪声信号时易出现模态混叠问题。

此外，SGMD 分解后得到的辛几何分量不可避免地

受带内噪声干扰，因此有必要抑制带内噪声，增强冲

击特征。Sethare 等［11］提出了周期性子空间变换（pe⁃
riodicity transformation， 简称 PT）方法，通过信号投

影的周期性子空间来提取信号的周期分量。Mure⁃
san 等［12］基于 PT 提出了精确周期子空间分解，但仅

适用于信号长度为周期整数倍的情况。Vaidyana⁃
than［13⁃14］提出了拉马努金周期变换（ramanujan peri⁃
odic transform， 简称 RPT），通过投影到与信号周期

相关的正交子空间，有效提取并增强了周期分量。

笔者提出一种基于改进辛几何模态分解和拉马

努金周期变换的滚动轴承故障诊断方法。首先，提

出了一种嵌入维数选择方法来抑制 SGMD 的模态

混叠；其次，对分解后的敏感 SGC 进行 RPT 特征增

强，抑制 SGC 的噪声和谐波干扰并增强冲击特征；

最后，通过仿真和实验数据，证明了该方法具有良好
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的故障诊断性能。

1 改进的辛几何模态分解方法

1.1　辛几何模态分解方法　

辛几何模态分解方法具体参见文献［9］，主要有

4 个步骤。

1） 轨迹矩阵构建。对于给定的离散振动信号

x=x1， x2，…， xn，根据 Takens 嵌入定理，一维数据

可重构为多维信号
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（1）

其中：d为嵌入维数；τ为延迟时间；m = n-（d-1）τ。

嵌入维数 d 通过计算初始信号 x 的功率谱密度

自适应选择。计算信号的功率谱密度，估计功率谱

密度最大峰值对应的频率 fmax。如果 fmax / fs小于阈值

10⁃3，则嵌入维数 d 设为 n / 3，否则 d 设为 1.2×（ fs / 
fmax ），其中：n 为数据长度；fs为采样频率。

2） 辛几何相似变换。根据轨迹矩阵 X 构建协

方差矩阵 A 和 Hamilton 矩阵 M 分别为　

A = X T X            （2）
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0 -AT （3）

令 W = M  2，根据 Hamilton 矩阵定义，得到辛

正交矩阵 Q 为

QTWQ = é
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úúúúB R

0 BT （4）

其中：B 为上三角矩阵；λ（A） = λ（B） = λ2（X）。

根据 Hamilton 矩阵性质，计算 B 的特征值 λ1，

λ2，…，λd，可得到 X 的特征值 σi = λi  （i=1， 2， …， 

d）。其中：λi为降序排列，较小的值通常被认为是噪

声分量。记 Qi （i=1， 2， …， d）为矩阵 A 的特征值

对应的特征向量，则

S i = Q i
T X T （5）

Z i = Q i S i      （6）
得到初始单分量矩阵 Zi，则轨迹矩阵 Z 可以表

示为 Z=Z1+Z2+…+Zd。

3） 对角平均化。经过以上变换得到初始分量

矩阵的维数为 m×d，经过对角平均可将矩阵 Zi转化

为 d 组长度为 n 的时间序列，这 d 组时间序列之和即

为原始信号。为了计算方便，定义矩阵的元素为 zij，

对于任何初始单分量 Zi，定义
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根据式（8）进行对角平均，得到
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获得 d 组单分量信号为

Y = Y 1 + Y 2 + ⋯ + Y d （9）
4） 相似分量重组。由于 SGMD 方法分解出来

的分量并不是相互独立的，可能包含频率和特征相

同的分量，因此需要对各个分量进行相似性分析，合

并得到 SGCi，再从原始信号 x 中删除 SGCi，残余信

号记作 gh，即

g h = x ( n ) - ∑
t = 1

h

SGC t （10）

其中：h 为迭代次数。

当残余信号和原信号的归一化均方误差（nor⁃
malized mean square error， 简称 NMSE）小于给定阈

值时，则停止迭代

NMSEh = ∑
k = 1

n

gh( )k ∑
k = 1

n

x ( )k （11）

满足阈值条件停止迭代时，得到

x ( n ) = ∑
h = 1

N

SGCh( )n + g ( N + 1 )( n ) （12）

其中：N为获得SGC分量的个数；g（N+1）（n）为残差分量。

1.2　嵌入维数对 SGMD分解结果的影响　

传统的 SGMD 基于经验公式选择嵌入维数，可

能会造成嵌入维数选择不当，从而对分解结果产生

不利影响。为了研究嵌入维数对 SGMD 分解能力

的影响，构建滚动轴承仿真信号为
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               sin 2πfn( )t - kTa - τ1 ( )1 + A 0 cos ( )2πf r t
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x ( )t = x1( )t + x2( )t + n ( )t   
  （13）
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其中：x1（t）为轴承故障模拟信号；共振频率 fn = 
4 kHz；转频 fr = 30 Hz；时间指数 τk = 0.05；阻尼比

ξ = 0.05；Ta =1/90 s；故障频率 fo = 90 Hz；x2（t）为

由 2 个谐波组成的干扰信号；A1=0.6；f1=3 kHz；
A2=0.4；f2=2 200 Hz；采样频率 fs=16 384 Hz；采样

点数 n= 8 192；n（t）为添加信噪比为-13 dB 的高斯

白噪声。

图 1 为仿真信号波形频谱图。从图 1（b）可看

出，4 kHz 的频带受到了一定的噪声干扰，同时在

图 1（c）中故障特征也难以提取。

采 用 SGMD 方 法 对 该 仿 真 信 号 进 行 处 理 ，

SGMD 分解后故障分量频谱如图 2 所示。可以看

出，轴承故障信息主要分布在 SGC2 中，在 SGC1 和

SGC3 中也含有部分故障信号分量。同时，SGC2 中

含 有 2 kHz 和 3 kHz 的 谐 波 分 量 ，这 说 明 传 统

SGMD 方法的分解结果不准确，在分解过程中发生

了模态混叠。

在该仿真信号中，传统 SGMD 根据功率谱密度

自适应选择的嵌入维数 d 为 6，这是导致模态混叠的

原因。笔者将嵌入维数手动设置为 6，10，14，18 和

22。不同嵌入维数下 SGMD 分解后故障分量频谱

如图 3 所示。可见，在嵌入维数 d=18 附近，分解效

果最佳，谐波分量被成功分离。

表 1 为不同嵌入维数下 4 kHz 附近谱线幅值之

和。可以看出，d=18 时，4 kHz 频带附近的谱线幅

值之和最大，信号能量损失最低，分解效果最好。因

此，选择合理的嵌入维数能够提高 SGMD 的分解

能力。

1.3　改进的辛几何模态分解方法　

由于直接获得 SGMD 的最佳嵌入维数十分困

难，因此先定义预设嵌入维数的区间，再通过评价每

个嵌入维数下分解结果来选择最优的嵌入维数，其

具体步骤如下。

1） 在分解开始时，根据文献［15］进行优化，得

到嵌入维数区间为
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其中：fmax 为功率谱密度中最大主峰对应的频率；⌊」

表 1　不同嵌入维数下 4 kHz附近谱线幅值之和

Tab.1　The sum of the spectral line amplitudes around 
4 kHz under different embedding dimensions

d

幅值和

6
0.097

10
0.106

14
0.126

18
0.277

22
0.135

图 1　仿真信号波形频谱图

Fig.1　Spectrogram of the simulated signal waveform

图 2　SGMD 分解后故障分量频谱

Fig.2　Fault component spectrum after SGMD decomposition

图 3　不同嵌入维数下 SGMD 分解后故障分量频谱

Fig.3　Spectrum of fault components after SGMD decomposi⁃
tion with different embedding dimensions
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表示向下取整；k 为控制区间长度的参数；m 为嵌入

维数间隔。

实验中将 m 设为 2，能在确保不遗漏最优嵌入维

数的同时减少一半的计算量（dmin为奇数时，则从 dmin 
+1开始搜索）。在最差情况下 fmax为 fs/2，dmin = 2，所
有子分量被压缩成一个二维矩阵，而通常由轴承故

障引起的共振频率两侧都会有调制分量出现，因此

不可能提取出故障特征分量。在 SGMD 分解过程

中，由于每个频率分量都会对应 2 个紧密排列的

Hamilton 矩阵特征值［16⁃17］，因此 k 至少为 3，dmax 至少

为 6 才能避免最坏的情况发生。为了避免最佳嵌入

维数被截断在区间外，建议 k = 6 以保证预设区间

包含最佳的嵌入维数。

2) 由于峭度是描述随机变量分布特性的数值

统计量，且能够反应信号冲击成分的大小，因此笔者

引入峭度来选择最佳嵌入维数

K =
E ( )x - μ

σ 4 （15）

对每一个嵌入维数 d 进行 SGMD 分解，得到一

系列 SGC 分量。通过计算每个 SGC 分量的峭度

值，筛选出当前嵌入维数下最优的 SGCd分量。

3） 为了避免模态混叠和过度分解现象，引入模

态混叠指数［8］（mode mixing index， 简称 MMI），即

MMI = ∑
i = 1

T

A fT ∑
j = 1

N

A fN
（16）

其中：T 为分解后 SGC 故障特征所在频带的谱线总

数；N 为分解后 SGC 整个频带的谱线数；A fT
和 A fN

分别为 fT和 fN对应的幅值。

当发生模态混叠时，故障特征频率会分散在其他

模态分量中，模态混叠越大，MMI将越趋于 0。同时，

MMI也能够反映 SGC分量受到其他模态干扰情况。

SGC 主频附近对应的幅值可以反映过度分解

情况，但在实际中主频准确值难以确定，因此参考经

验 小 波 变 换［18］（empirical wavelet transform， 简 称

EWT）划分频带，将分解前后故障特征频带总幅值

变化作为判断过度分解的依据。分解后，若 SGCd

分量故障特征与原始信号故障特征的频带幅值之比

越大，则过度分解越小。因此，定义过度分解指数

（excessive decomposition index， 简称 EDI）为

EDI = ∑
k = 1

P

A fSGC ∑
l = 1

O

A fx
（17）

其中：P 为分解得到的 SGCd分量冲击故障所在频带

的谱线总数；O 为原始信号中冲击故障所在频带的

谱线总数；A fSGC 和 A fx
分别为 fSGC和 fx对应的幅值。

为了避免模态混叠和过度分解，同时保证能够

提取到故障冲击成分，将模态混叠指数、过分解指数

和峭度值的乘积作为综合评估目标函数值（object 
function value， 简称  OFV）进行综合评价，以此选择

最佳嵌入维数。OFV 最大的 SGCM 对应的嵌入维

数即为最佳嵌入维数，即

OFV = K ⋅ MMI ⋅ EDI （18）

2 拉马努金周期变换

为了抑制 SGC 的噪声和谐波干扰并增强冲击

特征，引入拉马努金周期变换对分解后的敏感 SGC
分量进行特征增强。对于离散振动信号 x=  x1，x2，

…，xn，给定一个精确周期 q。
1） 计算信号的拉马努金和构造周期 q 所对应的

拉马努金子空间 Sq 和正交投影矩阵 Zq。拉马努金

子空间是基于拉马努金和构建的，文献［18］提供了

一种拉马努金和的简便计算方法。

2） 根据文献［14］进行拉马努金周期变换：①构

建与周期相关的拉马努金子空间和正交投影矩阵；

②基于投影矩阵，将信号投影到拉马努金子空间，得

到周期性的投影信号；③将信号分块处理，计算每个

分块的平均值，投影到拉马努金子空间，最终获得增

强后的信号。

3 基于 ISGMD⁃RPT的故障诊断方法

3.1　ISGMD⁃RPT方法　

笔者提出的 ISGMD⁃RPT 故障诊断流程如图 4
所示。

q = é ùfs /f （19）
其中：q 为计算 RPT 的精确周期；fs为采样频率；f 为
最优 SGCd 分量的包络谱的故障频率；é ù表示向上

取整。

3.2　仿真分析　

将提出的 ISGMD 方法用于式（13）的仿真信

号，根据信号的功率谱密度得到最大主峰对应的频

率 fmax =3 kHz，通过式（14）计算出 dmin = 6，dmax = 
32。图 5 为 ISGMD 在不同嵌入维数下的目标函数

值，目标函数值在 d = 18 时达到了最大值。分解后

得到 6 个改进辛几何分量（improve symplectic geom ⁃
etry component， 简称 ISGC），前 4 个 ISGC 频域图

如图 6 所示，其余的 ISGC 为无意义的噪声分量。从
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图 6 可以看到，分解结果没有发生模态混叠，2 kHz
和 3 kHz的谐波分量被完全分离出来。

图 7 为 ISGMD⁃RPT 结果包络谱。对 ISGC3 进

行 RPT 特征增强，从图 7（a）中提取出故障特征频率

fo =90 Hz，计算得到精确周期 q=183。图 7（b）表

明，经过 RPT 特征增强的故障信号带内噪声被明显

抑制，基频和其倍频分量得到明显增强，噪声干扰降

到了最低。可见，RPT 在特征增强和噪声抑制方面

表现出色。

4 实  验

为验证 ISGMD⁃RPT 在实际情况下的效果，搭

建轴承故障实验台如图 8 所示。滚动轴承型号为

6205，轴 承 外 径 为 52 mm，内 径 为 25 mm，宽 为

15 mm，有 13 个滚动体。采用线切割方法分别在内

圈和外圈加工出微小凹痕来模拟轴承故障状态，轴

承故障的伤痕为 0.05 mm×0.3 mm（深度×宽度），

滚 动 轴 承 故 障 类 型 如 图 9 所 示 。 利 用 PCB 
MA352A60 型加速度传感器分别采集垂直方向上

内圈故障和外圈故障的轴承振动信号。电机转速为

1 000 r/min，采样频率为 50 kHz，采样点数为 10 000。
根据轴承参数计算外圈和内圈故障频率分别为

90.2 Hz和 129.1 Hz。

4.1　轴承外圈故障诊断　

外圈故障原始信号如图 10 所示。可以看出，轴

承外圈故障特征频率 fo 周围存在许多干扰谱线，难

图 4　ISGMD⁃RPT 故障诊断流程

Fig.4　ISGMD⁃RPT fault diagnosis flowchart

图 7　ISGMD⁃RPT 结果包络谱

Fig.7　ISGMD⁃RPT results envelope spectrum

图 8　轴承故障实验台

Fig.8　Bearing failure test bench

图 9　滚动轴承故障类型

Fig.9　Types of rolling bearing failures

图 5　ISGMD 在不同嵌入维数下的目标函数值

Fig.5　ISGMD objective function value under different em ⁃
bedding dimensions

图 6　前 4 个 ISGC 频域图

Fig.6　Frequency domain diagram of the first four ISGC
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以准确提取其故障特征频率和倍频。

将 EMD，LMD，SSD 和 SGMD 用于分析实验

故障信号，SSD 残差阈值设为 0.05，SGMD 延迟时

间为 1。图 11 为外圈故障下不同方法分解后敏感分

量包络谱。可以看出：EMD，LMD 和 SSD 分解后能

提取出故障特征频率 fo，但存在的大量噪声会干扰

故障特征频率和其倍频的识别；SGMD 分解结果能

够提取故障特征频率 fo和其 2 倍频及 3 倍频，但由于

噪声的干扰，导致嵌入维数选择不当，分解时发生模

态混叠，敏感 SGC 分量高频处存在噪声干扰，故障

信息提取不足。

采用笔者提出的 ISGMD 方法对信号进行分

解，根据信号的功率谱密度得到最大主峰对应的频

率 fmax =22 937.1 Hz，通过式（14）计算出 dmin = 2，
dmax = 13。目标函数值在嵌入维数 d=8 时达到最

大值。外圈故障下 ISGMD 不同嵌入维数时的目标

函数值如图 12 所示。

为了进一步增强故障特征频率，对信号进行

RPT 特征增强。根据 ISGC1 包络谱提取出的频率

为 90 Hz，计算得到精确周期 q=556。图 13 为外圈

故障下 ISGMD⁃RPT 结果包络谱。从图 13（a）可以

看出，提出的 ISGMD 方法可以从包络谱中清晰地

提取出故障特征频率 fo 以及 2~8 倍频，信号的干扰

分量大大减少，可见该方法具有更好的特征提取能

力。从图 13（b）可以看出，经过 RPT 处理后的信号

故障特征频率 fo 和其倍频十分明显，噪声几乎完全

去除，谐波干扰分量也被去除，高频部分的基频也能

提取出来，这说明 RPT 方法有着出色的特征增强

能力。

4.2　轴承内圈故障诊断　

内圈故障原始信号如图 14 所示。将 EMD，

LMD，SSD 和 SGMD 用于内圈故障信号分析，不同

方法分解后敏感分量包络谱如图 15 所示。可以看

图 10　外圈故障原始信号

Fig.10　Original signal of outer ring fault

图 13　外圈故障下 ISGMD⁃RPT 结果包络谱

Fig.13　Envelope spectrum of ISGMD⁃RPT results under 
outer ring fault

图 12　外圈故障下 ISGMD 不同嵌入维数时的目标函数值

Fig.12　Objective function values   of ISGMD with different 
embedding dimensions under in ring fault

图 11　外圈故障下不同方法分解后敏感分量包络谱

Fig.11　The envelope spectrum of the sensitive component af⁃
ter decomposition by different methods under the out⁃
er ring fault
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到，EMD，LMD 和 SSD 能提取出基频 fi和其 2，3 倍

频，但高频附近由于噪声干扰，无法提取故障倍频。

从图 15（d）可以看出，SGMD 能够准确提取故障频

率 fi和其 2，4，6 倍频，但是在 3，5 倍频附近存在较高

峰值的谐波干扰，导致无法识别出准确的故障特征。

对内圈故障信号进行 ISGMD 方法分解，根据

信号的功率谱密度得到最大主峰对应的频率 fmax =
2 617.8 Hz，通过式（14）得到 dmin =19，dmax = 114。
OFV 在嵌入维数 d=42 时达到最大值，内圈故障下

ISGMD 不同嵌入维数时目标函数值如图 16 所示。

对 信 号 进 行 RPT 特 征 增 强 ，内 圈 故 障 下

ISGMD⁃RPT 结果包络谱如图 17 所示。分解得到

的敏感分量 ISGC2包络谱如图 17（a）所示，可以清晰

地提取出内圈故障频率 fi以及 2~6 倍频，且在 3 倍频

和 5 倍 频 附 近 的 谐 波 干 扰 被 大 大 降 低 。 可 见 ， 
ISGMD 方法可以在很大程度上增强 SGMD 分解效

果。由图 17（a）得到 ISGC2 包络谱提取出的频率为

129.4 Hz，计算得到精确周期 q=387。从图 17（b）可

知，经过 RPT 增强的信号完全去除了谐波干扰，

ISGC2淹没在噪声中的 7 倍频也被准确提取出来，说

明 RPT 能够有效抑制噪声并增强故障特征。

5 结  论

1） 研究了嵌入维数对辛几何模态分解能力的

影响，发现在 SGMD 方法中，过小的嵌入维数会导

致模态混叠，过大的嵌入维数会造成过度分解。

2） 为了获得最优嵌入维数，通过预设嵌入维数

区间，并结合模态混叠指数、过分解指数和峭度对不

同嵌入维数的分解结果进行评价，从而得到最优嵌

入维数，提高了 SGMD 的分解能力。

3） 引入拉马努金周期变换对信号进行特征增

强，仿真和实验证明了 RPT 在噪声抑制和特征增强

上具有优秀的效果。

4） 与传统 EMD，LMD，SSD 和 SGMD 相比，笔

图 14　内圈故障原始信号

Fig.14　Inner ring fault original signal

图 15　内圈故障下不同方法分解后敏感分量包络谱

Fig.15　Envelope spectrum of sensitive components after de⁃
composition by different methods under inner ring 
fault

图 16　内圈故障下 ISGMD 不同嵌入维数时目标函数值

Fig.16　Objective function values   of ISGMD with different 
embedding dimensions under inner ring fault

图 17　内圈故障下 ISGMD⁃RPT 结果包络谱

Fig.17　Envelope spectrum of ISGMD⁃RPT results under in⁃
ner ring fault
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者提出的 ISGMD⁃RPT 方法在轴承内外圈故障特

征提取中降噪效果更佳。
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