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基于 RBF反步滑模的多柔性梁耦合系统振动控制∗

邱志成，  杨 阳
（华南理工大学机械与汽车工程学院    广州，510641） 

摘要  针对多柔性梁耦合系统的振动特性以及主动控制问题，设计并建立了实验平台。为了得到准确的模型，提出

了一种基于小波变换和灰狼寻优算法的实验辨识方法，对有限元模型进行修正。为实现振动快速抑制，设计了基于

最小参数学习法的径向基网络反步滑模控制（radial basis function network backstepping slide mode control，简称

RBF‑BSSMC）算法。实验结果表明，相比于比例微分（proportional‑derivative，简称 PD）控制，RBF‑BSSMC 算法可

以实现快速振动抑制，特别是小幅值振动。
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引  言

太阳帆是利用太阳辐射压力的推进装置［1］，航

天器的太阳帆板和柔性天线为柔性多体结构，由于

在工作过程中不可避免地会产生多柔性体耦合振

动，影响工作精度以及航天器使用寿命，故需要对振

动抑制进行研究。

关于主动控制算法方面，Williams 等［2］研究了

柔性臂的振动 PD 控制。Kater 等［3］设计了前馈控制

算法，对多耦合柔性梁系统进行轨迹规划和跟踪控

制。Ghorbani 等［4］针对旋转双柔性梁的振动控制，

设计了自适应快速终端滑模控制。康建云等［5］设计

了模糊控制算法来补偿压电柔性臂系统中的不确定

性以及非线性。径向基（radial basis function，简称

RBF）网络具有很好的局部逼近能力。Hu 等［6］采用

RBF 网络对单柔性梁系统进行局部不确定逼近，设

计了自适应控制律进行单柔性臂振动抑制。Chen
等［7］研究了 RBF 网络补偿机器人非线性以及不确

定性。Wang 等［8］设计了一种柔性臂的自适应 RBF
容错振动控制算法。

RBF‑BSSMC 算法利用 RBF 网络逼近系统不

确定性与干扰，采用神经网络最小参数学习法解决

RBF 网络实时更新的问题［9］，通过反步滑模与李亚

普诺夫函数稳定性推导出控制律，可对振动快速抑

制。RBF‑BSSMC 算法的非线性特性避免了对小幅

值控制力不足的问题，通过自适应参数学习，解决了

滑模控制的抖振与神经网络学习的实时性问题。

笔者针对多柔性梁耦合系统，设计并搭建了四

柔性梁耦合系统实验平台，提出了一种实验辨识方

法并对建立的有限元模型进行修正，获得准确的模

型参数，设计了 RBF‑BSSMC 算法，进行了多柔性

梁耦合系统振动控制实验研究。

1 实验系统描述及建模

1.1　系统描述　

多柔性梁耦合系统的实验平台如图 1 所示，由 4
根压电柔性梁组成，相邻柔性梁之间通过 2 根拉伸

弹簧连接，激励后会产生多柔性体的耦合振动。每

根梁的根部粘贴 1 个压电传感片和 4 个压电驱动片，

柔性梁每面安装 2 个压电驱动片，双面对称安装，组

图 1　实验平台

Fig.1　The experiment platform
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成一路压电驱动器。压电传感片检测振动信号经电

荷放大器放大，通过运动控制卡 A/D 转换后输入到

计算机，计算机运行控制算法输出控制信号，经

D/A 转换后通过压电放大电路作用于压电驱动片

进 行 振 动 抑 制 。 运 动 控 制 卡 型 号 为 固 高

GTS‑800‑PV‑PCI，电荷放大器型号为 YE5850，压
电放大电路放大后作用于压电驱动片上的电压范围

为-150~150 V。采样频率设为 100 Hz。柔性梁和

压电陶瓷片的尺寸参数与特性参数如表 1，2 所示。

拉伸弹簧原长为 300 mm，内侧弹簧拉伸后的长度为

850 mm，刚度为 0.4~0.6 N/m，外侧弹簧拉伸后的

长度为 1 050 mm，刚度为 0.2~0.4 N/m。

1.2　系统建模　

通过有限元法建立系统模型［10］为

MΛ̈+ CΛ̇+ KΛ= F u + F f （1）
其中：M，C，K分别为系统整体的质量矩阵、阻尼矩

阵和刚度矩阵；F u = K pV a为压电控制力矢量；K p 为

控制系数矩阵；V a 为控制电压矢量；F f 为外部激励

力矢量；Λ为整个系统的位移矢量；Λ̇和 Λ̈为 Λ对时

间的一阶导数和二阶导数。

令Λ= Ψξ，Ψ为模态矩阵，ξ为模态坐标，则

ì
í
î
Ẋ= GX+ HU
Y= ZX

（2）

其 中 ： X= [ ξ，ξ̇ ]
Τ

为 状 态 向 量 ； G=
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M͂-1ΨK p

为控制力系数矩阵；Z= [ Z͂ 0 ] = [LΨ 0 ]为压电

观测矩阵；L为压电传感系数矩阵；M͂= Ψ TMΨ；

K͂= Ψ TKΨ；C͂= Ψ TCΨ。

2 系统辨识

由于实验平台结构和参数的不完全对称性，有

限元模型与实际模型不一致，故需通过实验参数辨

识获取更为精准的系统模型来设计控制算法。

2.1　状态矩阵辨识　

由于四柔性梁耦合系统前 4 阶低频模态容易被

激励且自由衰减慢，高阶模态难以激励且自由衰减

快，因此笔者对前 4 阶振动模态进行抑制。

前 4 阶模态的自由响应信号［11］为

T ( t ) = ∑
i= 1

4

Bie-ζiw ni t cos ( )w di t+ φi （3）

其中：B为对应模态的幅值；ζ为对应模态的阻尼比；

w n = 2πfn 为对应模态的无阻尼固有圆频率；w d =

w n 1 - ζ 2 为对应模态的有阻尼固有圆频率；φ为

对应模态相位角。

采用小波变换方法得到前 4 阶模态的无阻尼固

有圆频率、固有频率和阻尼比［11］，即
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w ni = k 2
1 + k 2

2

fni = w ni 2π
ζi = k1 w ni

（4）

其 中 ：k1 =
d( )ln ||Wψ( )ai，b

db ；k2 =
d( )Wψ( )ai，b

db ；

Wψ( ai，b )为小波变换函数。

系统的状态矩阵为

G= é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 I

G 1 G 2
（5）

其中：G 1 = diag ( - w 2
n1，-w 2

n2，-w 2
n3，-w 2

n4 )；G 2 =
diag ( - 2wn1ζ1，-2wn2ζ2，-2wn3ζ3，-2wn4ζ4 )；

2.2　观测矩阵辨识　

在获得系统各阶模态的无阻尼固有圆频率 w n

和阻尼比 ζ情况下，通过灰狼寻优算法获得每根柔

性梁振动信号 f ( )j ( t )中的 Z̄ ji = Zji Bi和相位角 φi，来

拟合实验采集到的自由振动信号。

拟合的单根柔性梁自由振动信号为

T̂ ( )j ( t ) = ∑
i= 1

4

Ẑ jie-ζiw ni t cos ( )w di t+ φ̂ i （6）

系统各阶模态幅值大小 Bi 和相位角 φi 为恒定

值，最终得到由 Z̄ ji组成的一个 4×4 的矩阵

Z̄= [ Z̄ 1B 1，Z̄ 2B 2，Z̄ 3B 3，Z̄ 4B 4 ]         ( Z̄ ∈ R4 × 4 )    （7）

其中：Z̄ i = [ Z̄ 1i，Z̄ 2i，Z̄ 3i，Z̄ 4i ]
Τ
，Z̄ i ∈ R4 × 1。

表 1　柔性梁和压电陶瓷片的尺寸参数

Tab.1　Dimensional parameters of beams and PZT

尺寸/mm
长度

宽度

厚度

柔性梁

910
150

2

PZT 传感片

40
10
2

PZT 驱动片

60
25
2

表 2　柔性梁和压电陶瓷片的特性参数

Tab.2　Material parameters of beams and PZT

材料特性

ρ/ (kg · m-3)
弹性模量/ GPa
泊松比

介电常数/ (m · V-1)

柔性梁

1 980
26.3
0.33
-

压电陶瓷

7 650
63
0.3

-166×10-12
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压电观测矩阵 Z͂和 Z̄之间为一个常数比例关

系，将系统的模态坐标进行同比例缩放后，可将 Z̄直

接作为观测矩阵。

2.3　控制力系数矩阵辨识　

多 柔 性 梁 耦 合 系 统 的 控 制 力 系 数 矩 阵

H ∈ R4 × 4，通常使用小增益 PD 控制实验对 16 个参

数进行辨识。在仿真和实验环境中使用相同的滤波

器和控制参数，在相同的初始状态下，修正仿真模型

的控制力系数矩阵将仿真模型的振动响应曲线拟合

实验模型的振动响应曲线。分别进行单根梁小增益

PD 控制实验，每次辨识单根梁对前 4 阶模态的控制

力系数，对应控制力系数矩阵 H中每一列的 4 个参

数，通过灰狼参数寻优算法寻找拟合效果最好的参

数。辨识控制控制力系数流程如图 2 所示。

3 控制算法设计

经过小波分析发现，系统各阶模态的阻尼受振

动幅值的影响较大，系统的状态矩阵 G处于动态变

化中。针对这种情况，系统模型可表示为

ì
í
î

ẋ 1 = x 2

ẋ 2 = f ( )x 1，x 2 + b ( )u- δ + d
（8）

其中：x 1，x 2 ∈ R4 × 1 分别为 4 根柔性梁的振动位移和

速度；f ( x 1，x 2 )为模型不确定部分；b= ẐĤσ为基于

压电输出的控制力系数矩阵；σ= diag ( σ1，σ2，σ3，σ4 )
为对应柔性梁压电放大倍数；δ∈ R4 × 1 为控制干扰；

d∈ R4 × 1 为外部扰动。

图 3 为 RBF‑BSSMC 算法示意图。通过 RBF_1
神经网络对模型不确定部分进行逼近，可表示为

f ( x 1，x 2 ) =W Τ
1 h1 + ε1 （9）

其中：W 1 ∈ R16 × 4 为 RBF_1 网络的理想权值；ε1 为逼

近误差，且 | ε1 |≤ εN1；h 1 ∈ R16 × 1 为高斯基函数输出。

基于最小参数学习算法，取 RBF_1 神经网络的

上界估计值作为神经网络权值的估计值。令

θ͂= θ̂- θ （10）

其中：θ= W Τ
1

2
，θ∈ R4 × 1 均为正常数矩阵，θ̂为 θ

的估计值，θ͂为估计偏差。

实验中为了防止 θ̂的估计过大，会设置一个阈

值 θ̂max，令 | θ̂ |< θ̂max。

通过 RBF_2 神经网络对控制干扰以及基于压

电输出的控制力系数矩阵 b的误差进行补偿，令

δ=W T
2 h2 + ε2 （11）

其中：W 2 ∈ R16 × 4 为 RBF_2 网络的理想权值，表示为

W 2= [W 21，W 22，W 23，W 24 ] ；W 21，W 22，W 23，W 24∈R16×1 ；
ε2 为逼近误差，| ε2 |≤ εN2；h 2 ∈ R16 × 1 为高斯基函数

输出。

令

δ͂= δ̂- δ= W͂ 2h2 - ε2 （12）
其中：δ͂为 δ的估计误差；δ̂= Ŵ 2h2 为 RBF_2 网络

对 δ的估计；Ŵ 2 为对理想权值W 2 的估计；W 2 的估

计误差为 W͂ 2 = Ŵ 2 -W 2。

令 z1 = x 1 - xd，x d 为期望振动位移，则

ż1 = ẋ 1 - ẋ d = x 2 - ẋ d （13）
令 x 2 = z2 + ẋ d - c1 z1，z2 为虚拟控制律，则

z2 = x 2 - ẋ d + c1 z1 （14）
其中：c1 > 0 为常数。

滑模面可表示为

s= k1 z1 + k2 z2 = [ s1，s2，s3，s4 ] Τ
（15）

其中：k1，k2 > 0 为常数。

设计控制率为

u= 1
b
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ú- 1
2 s⊙ θ̂ ( )hΤ

1 h1 + ẍ d - ( )k1

k2
+ c1 x 2

-α1 sgn ( )s - β1 s

+ δ̂

（16）
其中：⊙ 为元素积；α1，β1 > 0 为常数。

基于稳定性方法，设计自适应参数为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

θ̇̂Τ = 1
2 k2γ1 h̄sΤ s̄- k2η1γ1 θ̂Τ

Ẇ̂ 2i =
1
γ2i
k2 Θ ih2 + 1

γ2i
k2η2iŴ 2i

（17）

其中：i= 1，2，3，4；h̄= hΤ
1 h1；s̄= diag ( s1，s2，s3，s4 )；

Θ= sΤb= [ Θ1，Θ2，Θ3，Θ4 ]；η1 = 2β1

γ1
；η2i = 2γ2i β1；

图 2　辨识控制控制力系数流程

Fig.2　Flow chart of identifying control force coefficient
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4 实  验

4.1　辨识结果　

经过小波分析和功率谱密度验证后，前 4 阶模

态无阻尼固有频率和阻尼比如表 3 所示。

根据式（5），状态矩阵可表示为

ì
í
î

G 1=diag (-71.949 4，-77.709 7，-78.709 9，-84.637 4 )
G 2=diag (-0.089 8，-0.118 0，-0.107 4，-0.098 4 )

柔性梁 1 适应度曲线及拟合效果如图 4 所示。

适应度为无量纲量，仅表示拟合效果。

观测矩阵的辨识结果为

ì

í

î

ï
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ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

Z= [ ]Z͂ 0

Z͂=

é
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ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û
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ú

ú
úú
ú

ú

ú0.404 4 -0.322 2     0.302 8 -0.166 8
0.498 3     0.411 5     0.306 8     0.210 2
0.386 7     0.213 9 -0.302 5 -0.237 8
0.379 8 -0.387 1 -0.386 0     0.217 1

控制力系数矩阵的辨识结果为

ì
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î
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H= [ ]H͂ 0

H͂=

é
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ú-0.067 1 -0.091 7 -0.073 7 -0.072 1
    0.1266 -0.099 8 -0.069 4     0.072 9

-0.107 3 -0.027 1     0.115 2     0.098 1
    0.1881 -0.233 1     0.220 1 -0.172 3

辨识整体的控制力系数矩阵之后，进行小增益

PD 实验来验证仿真模型。柔性梁 2，3 振动响应曲

线和控制曲线如图 5 所示。梁 1，4 的结果与其类

似。从图 5 可知，仿真和实验的振动响应曲线与控

制曲线的趋势几乎一致。

4.2　控制算法参数设计　

在振动控制过程中系统被视为一个整体，对于

RBF‑BSSMC 算法而言，无论是滑模面的计算还是

控制量的计算，4 根柔性梁振动量的权重值一致，对

应 4 根柔性梁 PD 控制中的增益一致。

RBF1 神经网络初始最小参数 θ̂= 0∈ R4 × 1；最

小参数设置最大阈值 θ̂max = 0.12；RBF2 神经网络的

初 始 权 值 W 2 = 0∈ R16 × 4；滑 模 设 计 参 数 c1 =
0.000 01，k1 = 0.000 01，k2 = 0.07；控制率参数 c2 =
0.000 29；α= 0.000 1，β= 0.1；自 适 应 设 计 参 数

图 4　柔性梁 1 适应度曲线及拟合效果

Fig.4　Fitness curve and fitting effect of flexible beam 1

图 3　RBF-BSSMC 算法示意图

Fig.3　Schematic diagram of RBF-BSSMC algorithm

表 3　前 4阶模态无阻尼固有频率和阻尼比

Tab.3　Undamped natural frequency and damping 
ratio of the first four modes

模态

1 阶

2 阶

3 阶

4 阶

无阻尼固有频率/Hz
1.350
1.403
1.412
1.464

阻尼比

0.005 3
0.006 7
0.006 1
0.005 3
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γ1 = 0.8，η1 = 0.075，γ2 = 0.9，η2 = 0.09。 PD 控 制

算法的参数为K p = 2.8， K d = 0.056。

4.3　振动控制实验结果　

图 6 为柔性梁 1~4 的自由振动信号。柔性梁之

间存在明显“拍频”现象，这是多体耦合、多模态振动

的效果。系统在 60 s 仍能检测到较大的残余振动，

是因为未主动控制的自由振动模态阻尼小。

RBF‑BSSMC 与 PD 的振动控制实验结果如

图 7 所示。大幅值振动在短时间内被快速抑制，振

动在柔性梁之间传递不明显。在使用 RBF‑BSSMC
控制器的情况下，系统在 11s 检测的振动信号很小，

在使用大增益 PD 控制器的情况下，振动持续到 13 s
左 右 。 可 见 ，相 比 于 大 增 益 PD 控 制 器 ，

RBF‑BSSMC 控制器可以更快地抑制小幅值残余振

动。对于大幅值振动，由于 RBF‑BSSMC 和 PD 控

制器的控制量饱和情况类似，大幅值控制效果基本

相同。

图 6 柔性梁 1~4 的自由振动信号

Fig.6　Free vibration signals of flexible beam 1~4

图 7 RBF-BSSMC 与 PD 的振动控制实验结果

Fig.7　Experimental results of RBF-BSSMC and PD vibration control

图 5 柔性梁 2，3 振动响应曲线和控制曲线

Fig.5　Vibration and control curves of flexible beam 2 and 3
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RBF 网络自适应参数变化趋势如图 8 所示。因

为式（17）中包含-k2η1γ1 θ̂Τ，所以参数稳定后逐渐

衰减，有利于控制系统的稳定。RBF2部分权值的自

适应学习变化由于系统振动的抑制，最小参数与权

值的变化也趋于平稳。最小参数与权值均为无量纲

量，仅表示数值大小。

对多柔性梁耦合系统的振动特性分析可知，四

柔性梁耦合系统的低频前 4 阶模态振动容易激励，

由于拉伸弹簧会导致多柔性梁明显的拍频现象，所

以 4 根柔性梁的耦合振动信号各不相同。

对于弹簧连接的多柔性梁耦合系统而言，由于

长 时 间 工 作 会 导 致 系 统 产 生 有 界 非 线 性 变 化 ，

RBF‑BSSMC 算法具有非线性与鲁棒性，能够补偿

非线性变化与不确定性，因此无需对系统重新辨识。

5 结束语

针对多柔性梁耦合系统，考虑到系统中存在的

弹簧等非线性因素，采用小波参数辨识的方法对有

限元法模型进行参数修正。针对模型中不确定非线

性和扰动等因素，提出了 RBF‑BSSMC 算法对系统

振动进行快速抑制。实验结果表明，相比于大增益

PD 控制，RBF‑BSSMC 算法可以更快地对振动进行

抑制，验证了该算法的有效性。
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图 8 RBF 网络自适应参数变化趋势

Fig.8　Change trend of RBF network adaptive parameters
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