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摘要  为研究地铁直线区间科隆蛋扣件轨道上的钢轨异常波磨，提出了一种反映轮轨系统能量耗散特性的二维数

值模型，并结合现场调研和数值计算，分析了钢轨波磨的成因特性。结果显示：随着纵向蠕滑力占比的增加，当激励

施加在扣件上方时，纵向蠕滑力对钢轨波磨的发生概率和发展趋势有更大的影响；当激励施加在扣件跨中时，纵横

向蠕滑力对钢轨波磨的产生和发展均有促进作用；在纵向蠕滑力占比增加的过程中，对系统耗散能实部的敏感程度

由波长敏感逐渐转变为速度敏感；波长在不同速度下保持恒定或与速度呈现非线性关系，表明在不同蠕滑力工况下

波磨波长的敏感速度不同；钢轨导纳影响分析显示，不同的蠕滑力工况下出现了相同的特征频率，且与实测波磨通

过频率接近，说明激励施加在扣件上方时的钢轨垂向导纳特性是造成钢轨波磨的主要原因。
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引  言

钢轨波磨是地铁线路上普遍存在的一种轨面损

伤现象，表现为钢轨纵向走行面上的周期性不均匀

磨耗。根据固定频率机理和损伤机理，Grassie 等［1⁃2］

将波磨划分为响轨、车辙、其他 P2 共振、重载、轻轨

和特定轨道形式 6 种类型，并分别阐述了各自的表

现特征和治理对策。然而，对于波长范围为 20~
80 mm 的短波波磨形成机理，目前还没有达成有效

的共识。这是由于钢轨波磨的影响因素较多，凡是

与轮轨/车轨系统相关的物理量都具有影响钢轨波

磨发展的可能性。同时，力学模型的日趋完善一方

面使得其可以考虑更多的实际细节，另一方面也加

剧了探究短波波磨成因过程的复杂性。

随着钢轨波磨［3］现象越来越广泛，研究人员结

合线路实际工况建立了不同的钢轨波磨预测模型。

早期的数值模型主要为线性模型，该类模型从频域

角度上对钢轨波磨展开分析，其计算速度快，适合定

性研究钢轨波磨的产生原因。基于轮对⁃轨道系统

的高频振动导致钢轨波磨的假设，Valdivia［4］发展了

一种线性磨损模型，该模型认为钢轨的磨损与接触

斑内的摩擦功成正比，当车轮反复通过时，轨面初始

不平顺的深度将逐渐增加，最终可能发展成为波磨。

Tassilly 等［5］利用钢轨波磨的线性模型，研究了接触

状态下轮轨初始粗糙度与磨损率谱之间的传递函

数，结果显示在特定条件下，钢轨上的初始粗糙度在

某些频带内会演化为波磨。Hempelmann 等［6］引入

接触滤波效应，通过限制全局的波磨增长率对线性

模 型 进 行 了 拓 展 ，并 指 出 短 波 波 磨 是 由 于 垂 向

Pinned⁃Pinned 共振引起的。Müller［7］建立了描述单

轮通过时轮轨动力学的线性数学模型，并运用该模

型对波磨过程进行了数值模拟分析。文献［8］介绍

了一种预测铁路钢轨波磨形成的线性模型，提出了

轮对和轨道结构动力学之间的反馈过程，该过程由

接触力学耦合，并与磨损机制相互作用，以解释轨道

上短波波磨的特征。随着波磨问题研究的不断深

入，这些理论模型进一步拓展到时域范围［9⁃20］。时域

模型考虑了轮轨间的非线性接触几何状态、非线性

接触力学状态以及轮轨材料的非线性变形等，主要

研究了车轨系统的瞬时动态响应和列车的往复运行

对钢轨波磨形成和发展的影响，该类模型能够较为

真实地模拟钢轨波磨形成和发展的过程，但是计算

代价较高。

为了解释上海某地铁线路直线区间科隆蛋扣件

轨道上的钢轨异常波磨现象，并在保证计算效率的

基础上揭示异常波磨的形成原因，笔者提出了一种
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表征轮轨系统能量耗散的二维数值模型，用以反映

系统的稳定性和波磨发生的可能性。首先，根据现

场测量计算了直线区间上钢轨波磨的特征波长和特

征频率；其次，参照线路情况，建立了轮轨系统的能

量耗散数值模型；最后，借助上述数值模型，分析了

钢轨波磨的成因特性。

1 钢轨波磨现场测量

实测区间位于上海某地铁线路直线段，地铁运

营车辆为 A 型车，轨道类型为科隆蛋扣件整体道

床。实测波磨现场照片如图 1 所示。通过对波磨区

段 进 行 现 场 测 量 ，发 现 波 磨 波 长 大 致 处 于 63~
67 mm 之间（图中 1 个扣件间距大约包含 10 个波磨

波长，其中扣件间距为 0.65 m）。该区段车辆运行速

度约为 60 km/h，实测波磨通过频率的计算式为

f= 1 000v/3.6λ （1）
其中：v为车辆运行速度；λ为实测波磨波长。

根据式（1）可得实测波磨的通过频率为 249~
265 Hz。

2 模型的建立

钢轨波磨发生在轮轨接触带，与轮轨蠕滑特性

密切相关，因此笔者建立的数值模型主要从轮轨蠕

滑角度研究钢轨波磨的形成原因。假设钢轨纵向表

面具有初始波磨，用指数曲线［21］近似表示为

Δ ( t )= Φ exp ( iwt ) （2）
其中：Δ ( t )为钢轨纵向表面幅值；Φ为指数曲线的初

始幅值；t为时间；i为虚数单位；w为圆频率，可表示

为w= 2πv/λ。
数值模型示意图如图 2 所示，其中M为车轮制

动时的制动力矩。假设车轮以恒定速度 v向左运

行，则车轮以恒定角速度 Ω逆时针旋转；再向右叠加

一个刚体速度 v，使车轮中心静止，并使轨道以速度

v向右移动。考虑到车轮的垂向和旋转自由度［22］，

当车轮滚过波磨钢轨时，轮轨法向力可以表示为

P= P 0 + P 1 exp ( iwt ) （3）

其中：P 0 为车轮承受的恒载；P 1 为轮轨法向力的扰

动部分。

P 1 = Φ
Hv，r + Hv，w + 1/kH

（4）

其中：Hv，r，Hv，w分别为钢轨和车轮的垂向导纳；kH 为

Hertz刚度。

根据文献［23］可知，车轮的垂向导纳可以通过

集中质量进行表示，即

Hv，w = -1/Mww 2 （5）
其中：Mw为车轮质量。

对于 Hertz刚度，有

kH = ( )6G 2RE P 0

1 - υ2

1/3

（6）

其中：G为切向弹性模量；υ为泊松比；RE = R 1R 2 ，

R 1 为车轮半径，R 2 为轮轨相对曲率半径。

蠕滑率根据作用在摩擦界面上的轮轨相对位移

进行描述。对于纵向和横向蠕滑力的扰动部分 Qx1

和Qy1
［24］，有

Qx1 = v ( ∂ξx/∂P ) P 1

iwGwx - v ( ∂ξx/∂Qx )
（7）

Qy1 = v ( ∂ξy/∂P ) P 1

iw (Gwy + Hy，r )- v ( ∂ξy/∂Qy )
（8）

其中：Hy，r为钢轨的横向导纳；Gwx，Gwy 分别为车轮

的纵向和横向导纳。

Gwx，Gwy可通过等效集中质量表示为

ì
í
î

Gwx = -1/Mwxw 2

Gwy = -1/Mwyw 2 （9）

其中：Mwx，Mwy分别为车轮在纵向和横向上的等效

质量。

由此，扰动部分的能量耗散［21］可表示为

W 1 = -v (Qx0 ξx1 + Qx1 ξx0 ) exp (-iw ( 1 - τ/2 ) /v )-
v (Qy0 ξy1 + Qy1 ξy0 )                                               ( 10 )

其中：τ为纵向牵引比，τ= Q 0 /μP 0，Q 0 为蠕滑力恒

定部分，μ为轮轨摩擦因数。

ξx1 和 ξy1 的表达式为

ì
í
î

ïï
ïï

ξx1 = ( ∂ξx/∂Qx )Qx1 +( ∂ξx/∂P ) P 1

ξy1 = ( ∂ξy/∂Qy )Qy1 +( ∂ξy/∂P ) P 1
（11）

图 2　数值模型示意图

Fig.2　Schematic diagram of numerical model

图 1　实测波磨现场照片

Fig.1　Field picture of measured corrugation
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其中：Qx为纵向蠕滑力；Qy为横向蠕滑力。

ξx和 ξy的表达式为

ì
í
î

ïï

ïïïï

ξx = k1P 1/3 (Qx/Q ) ( )1 -( 1 - τ )1/3

ξy = k1P 1/3 (Qy/Q ) ( )1 -( 1 - τ )1/3 - k2P 1/3
（12）

其中：Q为总蠕滑力。

k1 和 k2 的表达式为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

k1 = 3μ
C 00 ( )16

9( 1 - υ )2R 2
EG

1/3

k2 = C 23

C 00

sin ( η+ α )
R 1 ( )3( 1 - υ )RE

4G

1/3
（13）

其中：η为轨底坡度；α为轮轨接触角；C 00，C 23 为

Kalker蠕滑系数。

C00，C23的表达式为

ì
í
î

C 00 = -2.84 - 1.2( a/b )
C 23 = 0.4 + 1.05( a/b )

（14）

其中：a，b为椭圆接触斑半轴长度。

式（4）和式（8）中的钢轨垂向导纳和横向导纳通

过有限元方法得到。首先，依据实测线路基本情况，

建立有限元实体模型，其中扣件及地基支撑作用采

用弹簧阻尼单元进行模拟，轨道纵向两端面采用对

称约束；其次，运用上述有限元模型进行频响分析，

计算钢轨的垂向导纳和横向导纳。有限元轨道模型

如图 3 所示。钢轨导纳图如图 4 所示。有限元轨道

模型结构参数［25⁃27］见表 1。由图 4 可以看出，钢轨横

向和垂向导纳的计算结果在 100 Hz 附近出现较大

峰值，这主要是由于系统 P2 共振所致，与文献［28］
计算结果相符。

3 结果与分析

本研究利用第 2节建立的数值模型探讨了轮轨蠕

滑特性对钢轨波磨的影响，数值模型相关参数［21，29⁃30］

见表 2。设Qx/Q为轮轨纵向蠕滑力在总蠕滑力中的

占比，将Qx/Q分别取值 0，0.25，0.5，0.75和 1，研究了

表 1　有限元轨道模型结构参数

Tab.1　Structural parameters of finite element track model

参数

钢轨密度/(kg · m-3)
钢轨弹性模量/Pa
钢轨泊松比

扣件垂向刚度/(N · m-1)
扣件横向刚度/(N · m-1)
扣件纵向刚度/(N · m-1)
扣件垂向阻尼/(Ns · m-1)
扣件横向阻尼/(Ns · m-1)
扣件纵向阻尼/(Ns · m-1)
扣件间距/m
道床板密度/(kg · m-3)
道床板弹性模量/Pa
道床板泊松比

地基支撑刚度/(N · m-1)
地基支撑阻尼/(Ns · m-1)

数值

7 800
2.1×1011

0.3
1.207×107

7.58×106

7.58×106

1 361.12
974.27
974.27

0.65
2 400

3.25×1010

0.24
1.7×108

3.1×104

图 4 钢轨导纳图

Fig.4　Diagrams of rail receptance

图 3　有限元轨道模型图

Fig.3　Diagram of finite element track model

表 2　数值模型相关参数

Tab.2　Relevant parameters of numerical model

参数

初始幅值Φ/m
恒载 P0/N
车轮质量Mw/kg
切向弹性模量G/Pa
泊松比 υ

车轮半径 R1/m
轮轨相对曲率半径 R2/m
车轮纵向等效质量Mwx/kg
车轮横向等效质量Mwy/kg
纵向牵引比 τ

轮轨摩擦因数 μ

轨底坡度 η/rad
轮轨接触角 α/rad
椭圆接触斑半轴长度比 a/b

数值

2×10-4

5×104

350
8.04×1010

0.3
0.42
0.23
300
50
0.5
0.4

0.025
0.026 2
1.569 9
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系统耗散能W 1 实部（无量纲量）的频域特性及其随波

长和速度的变化规律。当系统耗散能W 1 实部为负

时，表明系统有能量持续输入，使系统变得不再稳定，

从而诱发钢轨波磨的生成与演化。

3.1　扣件上方激励　

考虑到钢轨的垂向和横向导纳，并在扣件上方

施加激励，通过模型计算可得 5 种蠕滑力工况下系

统耗散能W 1 实部的频域图及其波长速度图，分别

如图 5，6 所示。

由图 5 可以看出：当激励施加在扣件上方时，随

着纵向蠕滑力占比的增加，系统耗散能W 1 实部为

负对应的频率范围逐渐增加；当 Qx/Q= 1 时，系统

耗散能W 1 在全频域范围内不再存在大于 0 的实部，

这说明纵向蠕滑力对钢轨波磨的发生概率和发展趋

势有着更大的影响。

由图 6 可以看出：随着纵向蠕滑力占比的增加，

对系统耗散能W 1 实部的敏感程度由波长敏感逐渐

转变为速度敏感，即当 Qx/Q= 0 时，同一速度下系

统 耗 散 能 W 1 实 部 随 着 波 长 的 变 化 而 变 化 ，如

图 6（a）所示；当 Qx/Q增至 1 时，同一速度下系统耗

散能W 1 实部不再随着波长的变化而变化，而是保

持一恒定值，如图 6（e）所示；在同一波长下，系统耗

散能W 1 实部随着速度的变化而变化，这与图 6（a）
云图变化趋势恰好相反；在纵向蠕滑力占比逐渐增

加的过程中，波长在不同速度下保持恒定或与速度

呈现非线性关系，这说明在不同蠕滑力工况下，波磨

波长的敏感速度不同。

图 6 扣件上方激励W 1 实部波长速度图

Fig.6　Wavelength-speed diagrams of real part of W 1 under 
the condition of excitation above the fastener

图 5 扣件上方激励W 1 实部频域图

Fig.5　Frequency domain diagrams of real part of W 1 under 
the condition of excitation above the fastener
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3.2　扣件跨中激励　

同样考虑到钢轨的垂向和横向导纳，并在扣件

跨中施加激励，通过模型计算可得对应蠕滑力工况

下系统耗散能W 1 实部的频域图及波长速度图，分

别如图 7，8 所示。

由图 7 可以看出：随着纵向蠕滑力占比的增加，

系统耗散能W 1 实部为负对应的频率范围由全频域

（Qx/Q= 0）减至最小（Qx/Q= 0.25），之后又增至

全频域（Qx/Q= 1），这说明激励施加在扣件跨中情

况时，轮轨横向蠕滑力和纵向蠕滑力对钢轨波磨的

形成和发展均有促进作用；随着纵向蠕滑力占比的

增加，与激励施加在扣件上方计算结果类似，对系统

耗散能W 1 实部的敏感程度由波长敏感逐渐转变为

速度敏感。

由图 8 可以看出：随着纵向蠕滑力占比的增加，

波长表现为在不同速度下保持恒定或与速度呈现非

线性关系，这同样反映出在不同蠕滑力工况下，波磨

波长的敏感速度不尽相同。

根据上述分析可知，轮轨蠕滑力的方向对钢轨

波磨的产生和发展起着重要的作用，而轮轨蠕滑力

又与钢轨垂向、横向导纳有关。为进一步研究轮轨

蠕滑特性对钢轨波磨的影响，分别对仅考虑钢轨垂

图 8 扣件跨中激励W 1 实部波长速度图

Fig.8　Wavelength-speed diagrams of real part of W 1 under 
the condition of excitation at the middle of the fastener 
span

图 7 扣件跨中激励W 1 实部频域图

Fig.7　Frequency domain diagrams of real part of W 1 under 
the condition of excitation at the middle of the fastener 
span
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向导纳和仅考虑钢轨横向导纳情况下的系统能量耗

散变化特征展开分析。

3.3　钢轨导纳的影响　

本节研究只考虑钢轨垂向导纳、且激励施加在

扣件上方时不同蠕滑力工况下系统耗散能W 1 实部

的频域图、波长图和速度图，分别如图 9~11 所示。

当轮轨系统只存在纵向蠕滑力时，即 Qx/Q=
1 工况，矩阵出现奇异，计算结果失真，故不予考

虑。通过对其余计算结果进行分析，可以得到：

1） 由图 9（a）~（d）可知，不同的蠕滑力工况下，

出现了相同的特征频率 253.1 Hz，这与实测波磨通

过频率范围 249~265 Hz 接近，说明激励施加在扣

件上方时的钢轨垂向导纳特性是导致钢轨波磨形成

的主要原因；

2） 由图 10、图 11（a）~（d）可知，不同的蠕滑力

工况均存在特征波长为 68 mm 的波磨和对应的通

过速度 17.3 m/s（62.3 km/h），这与实测线路区间情

况基本一致；蠕滑力工况的变化会影响钢轨波磨的

特征波长和对应的通过速度，但不会影响钢轨波磨

的特征频率，这进一步体现了钢轨波磨的固定频率

属性。

上述两点验证了本研究所建数值模型的合理性

与有效性。

图 9 W 1 实部频域图

Fig.9　Frequency domain diagrams of real part of W 1

图 10 W 1 实部波长图

Fig.10　Wavelength diagrams of real part of W 1
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4 结  论

1） 随着纵向蠕滑力占比的增加，当激励施加在

扣件上方时，系统耗散能W 1 实部为负对应的频率

范围逐渐增至全频域，说明纵向蠕滑力对钢轨波磨

的发生概率和发展趋势有着更大的影响。当激励施

加在扣件跨中时，系统耗散能W 1 实部为负对应的

频率范围由全频域减至最小后又增至全频域，说明

该情况下横向蠕滑力和纵向蠕滑力对钢轨波磨的形

成和发展均有促进作用。

2） 在纵向蠕滑力占比增加的过程中，对系统耗

散能W 1 实部的敏感程度由波长敏感逐渐转变为速

度敏感，同时波长在不同速度下保持恒定或与速度

呈现非线性关系，表明在不同蠕滑力工况下，波磨波

长的敏感速度不同。

3） 钢轨导纳影响分析显示，不同的蠕滑力工况

下出现了相同的特征频率 253.1 Hz，且与实测波磨

通过频率范围 249~265 Hz 接近，说明激励施加在

扣件上方时的钢轨垂向导纳特性是诱发钢轨波磨的

主要原因。

4） 不同的蠕滑力工况均存在与实测波磨波长

及对应的通过速度相近的波长和速度，验证了数值

模型的合理性与有效性。此外，蠕滑力工况的变化

会影响钢轨波磨的特征波长和对应的通过速度，但

不会影响钢轨波磨的特征频率，这进一步体现了钢

轨波磨的固定频率属性。
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