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天轮及悬绳对提升系统纵向振动的影响特性
∗
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摘要  针对含悬绳与天轮的矿井提升系统纵向振动问题，首先，采用多体动力学理论与连续体建模相结合的方式，

将提升绳的悬绳与垂直段作为整体建模，构建了矿井提升系统纵向振动模型；其次，推导了系统纵向振动方程，得到

了系统纵向固有频率随绳长的变化规律以及系统的纵向振动响应特性，数值结果与现场试验结果吻合良好。结果

表明：提出的模型准确显示了系统的共振区间，天轮对系统 2 阶以上的纵向固有频率有较大影响，悬绳对系统每一

阶固有频率均有影响；当提升系统在纵向方向发生共振时，天轮处的共振相比提升容器处更剧烈，该振动会造成天

轮井架的抖动，甚至会造成提升绳与天轮间发生相对滑动，对天轮衬垫及钢丝绳造成磨损，给系统带来安全隐患。
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1 问题的引出

在矿山生产中，提升系统是连接矿山井上和井

下的重要环节。图 1 所示为矿山立井常用的几种传

统提升系统，包括单绳缠绕式、落地式多绳摩擦式以

及井塔式摩擦式提升系统。近年来，为了满足超深

井的提运，又提出了双绳缠绕式提升系统，如图 2 所

示。由于井筒中安装有刚性或柔性罐道，提升容器

在运行过程中的横向和扭转振动会被抑制，但纵向

振动不可避免。提升系统的纵向振动影响系统运行

的平稳性以及工人乘坐的舒适性，因此构建精确的

提升系统纵向振动模型，揭示系统在自身及外界激

励作用下的动态特性，对于提升系统的参数设计及

安全运行有重要的意义。提升绳在较长距离下会表

现出弹性，动力学建模时可近似为弹簧［1‑2］或集中弹

簧‑质量‑阻尼系统［3］，可用于简化分析提升系统的纵

向特性及纵向振动的控制策略［4］。为了得到提升系

统的精确动态特性，一般采用连续体理论对钢丝绳

进行建模，借助 Hamilton 原理推导描述系统纵向振

动的控制方程及边界条件［5‑7］，通过 Galerkin 方法或

有限差分等方法对方程进行空间离散［8‑9］，得到一组

常微分方程组，通过数值仿真来获取系统动态特性。

当边界条件较为简单时，还可采用摄动法等进行近

似解析求解［10‑11］。

1‑滚筒；2‑天轮；3‑提升绳；3‑1‑提升绳悬绳；3‑2‑提升绳垂直段；

4‑提升容器；5‑摩擦轮；6‑导向轮；7‑尾绳

图 1　传统提升系统

Fig.1　Traditional hoisting systems
图 2　双绳缠绕式提升系统

Fig.2　Double-cable winding hoisting system
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由图 1，2 可以看出，除井塔式摩擦提升系统外，

其余几种提升系统的提升绳均包含悬绳（即卷筒/滚
筒至天轮段），由于悬绳长度相比垂直段小很多，大

部分研究选择忽略不计［9，12‑13］，从而天轮的动态特性

也被忽略掉。然而，当提升容器运行至井筒顶部区

域时，悬绳与垂直段长度接近，此时悬绳将对系统纵

向振动仿真结果产生较大影响，而且天轮的参与也

会影响系统的纵向振动，同时天轮也是天轮平台振

动的主要激励源，其动态特性直接影响井架的安全

性。朱真才等［14］针对深井提升系统钢丝绳纵向振动

问题提出一种收敛性较快的鲁棒控制策略，动力学

模型中包含了天轮动态特性，但未分析天轮对系统

纵向振动的影响。针对包含悬绳的提升系统纵向振

动建模，目前采用的方式仍是通过 Hamilton 原理得

到 分 别 描 述 悬 绳 与 垂 直 段 动 态 特 性 的 控 制 方

程［8，15‑16］，以及提升系统在天轮处与提升容器处的力

边界条件。由于边界条件相对复杂，导致对控制方

程空间离散求解时试函数的形式复杂，且每个长度

下的试函数均需通过求解一个超越方程得到，极大

增加了数值计算的难度和时间。因此，为了简化计

算过程，悬绳通常被简化建模为弹簧［15， 17］，这使得悬

绳和天轮的动能被忽略，因而无法揭示其动态特性

对系统纵向振动的影响。

提升系统由多个部件构成，可采用多体动力学

的建模方法，通过推导各部件的动能、势能、耗散能

以及各部件间的位置约束关系，根据第 1 类拉格朗

日方程得到系统动力学方程［18‑19］。该种方法的优点

在于无需推导系统的力边界条件，且可通过拉格朗

日乘子获取位移约束处部件间的相互作用力。

笔者针对含悬绳的提升系统纵向振动问题，考

虑悬绳与天轮的动态特性，结合连续体理论和多体

动力学建模方法，将悬绳与垂直段作为整体进行建

模，构建提升系统纵向振动力学模型，分析系统的纵

向固有频率特性、纵向动态特性以及天轮和悬绳对

系统纵向振动的影响。

2 考虑天轮及悬绳的矿井提升系统纵

向振动模型的建立

笔者以河北兖州某矿主井落地式多绳摩擦提升

系统为例进行分析，为了限制分析的范围，本研究基

于以下假设：

1） 提升绳悬绳所受重力远小于提升绳张力，因

此悬绳重力势能可忽略不计；

2） 对于多绳摩擦提升系统，由于多根钢丝绳在

力学性质、长度及边界条件等方面均一致，因此可简

化建模为单根绳，尾绳视作提升容器的一部分；

3） 提升绳单位长度质量和纵向刚度保持不变；

4） 仅考虑提升绳的内阻尼，忽略除此之外的系

统阻尼与摩擦；

5） 提升绳在天轮处不存在相对滑动。

基于以上假设，构建含悬绳的提升系统纵向振

动模型，如图 3 所示。定义卷筒出绳点 O为坐标原

点，坐标轴 y始终沿着提升绳，且出绳方向为正方

向，将提升绳悬绳与垂直段作为整体进行建模，则系

统动能K可被表示为

K=∫
0

l ( )t 1
2 ρ

é
ë
êêêê

D
Dt u ( y，t ) ù

û
úúúú

2

dy+ 1
2 m h[ u̇h( t ) +

v ( t ) ] 2
+ 1

2 m p[ u̇p( t ) + v ( t ) ]
2
                             ( 1 )

其中：l（t），v（t）分别为 t时刻提升绳的长度与系统提

升速度，v ( t ) = d[ l ( t ) ] /dt；u ( y，t ) 为 t时刻 y处提

升绳纵向动位移；m h，m p 分别为天轮变位质量和提

升容器质量（对于多绳摩擦提升系统，m p 为提升容

器和尾绳质量之和）；uh( t )，up( t )分别为天轮和提升

容 器 在 t 时 刻 的 动 位 移 ；微 分 算 子
D
Dt = ∂

∂t +

v ( t ) ∂
∂x为随体导数。

基于第 1 条假设，并定义天轮处系统的重力势

能为 0，则系统的势能U为

U=∫
0
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+T 2( y，t )
∂

∂y u ( y，t ) dy-

∫
L1

l ( )t
ρgu ( y，t ) dy-m p g [ l ( t )-L 1+up( t ) ]        ( 2 )

其 中 ：g 为 重 力 加 速 度 ；L1 为 提 升 绳 悬 绳 长 度 ；

T1（y，t），T2（y，t）分别为提升绳悬绳与垂直段在 t时
刻 y处的静张力。

图 3　提升系统纵向振动模型

Fig.3　Longitudinal vibration model of the hoisting system
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T 1( )y，t = mg+ ρg [ ]l ( )t - L 1        ( 0 ≤ y≤ L 1 )

T 2( )y，t = mg+ ρg [ ]l ( )t - y          ( L 1 < y≤ l ( )t )
（3）

定义提升绳的内阻尼为 μ，则系统耗散能D为

D=∫
0

l ( )t 1
2 μ

é
ë
êêêê

∂
∂t u ( y，t ) ù

û
úúúú

2

dy （4）

基于第 5 条假设，提升绳与天轮及提升容器间

的位移约束可表示为

Φ ( t ) =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úu ( )L 1，t + e ( )t - uh( )t = 0

u ( )l ( )t ，t + e ( )t - up( )t = 0
（5）

其中：e（t）为提升绳释放点处的外界位移激励。

为了方便后续数值解算，引入变量 ξ= y/l ( t )，
将 y对应的时变域 [ 0，l ( t ) ] 转变为 ξ所对应的固定

域［0，1］，并 定 义 新 的 动 位 移 变 量 为 ū ( ξ，t ) =
u ( y，t )，二者间有如下关系
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∂u ( )y，t
∂y = 1

l ( )t
∂ū ( )ξ，t

∂ξ
∂u ( )y，t

∂t =
∂ū ( )ξ，t

∂t - v ( )t ξ
l ( )t

∂ū ( )ξ，t
∂ξ

（6）

根据假设模态法［18，20］，将 t时刻提升绳 ξ处的动

位移近似为

ū ( ξ，t ) = ∑
i= 1

n

qi( t ) ψi( )ξ （7）

其中：n为假设模态所包含的模态数；qi( t )为提升绳

的广义坐标；ψi( ξ )为广义坐标所对应的试函数。

对于图 3 所示的模型，任意时刻提升绳在 O处

可视为固定端，在提升绳的末端视为自由端，因此可

采用单位长度下一端固定、一端自由的弦绳振动特

征函数作为提升绳的试函数。对于一端固定、一端

自由的单位长度自由振动弦绳，其控制方程及其边

界条件分别为

ρ
∂2w ( )x，t

∂t 2 - P
∂2w ( )x，t

∂x2 = 0    ( 0 < x< 1， t≥ 0 )

（8）
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w ( )0，t = 0
∂

∂x w ( )x，t | x= 1 = 0
       （t≥ 0） （9）

其中：w ( x，t )为 t时刻弦绳 x处的振动位移；P为弦

绳张力。

式（8）、式（9）均为齐次方程，因此可采用分离变

量法进行求解，即假设其解的形式为

w ( x，t ) = X ( x )T ( t ) （10）
根据边界条件，可知 X（x）的解为

X ( x ) = A sin ( 2i- 1
2 π)      ( i= 1，2，…，n )    （11）

进行如下归一化处理

∫
0

1

A sin ( 2i- 1
2 πx) A sin ( 2j- 1

2 πx) dx | i= j = 1

（12）
由式（12）可得参数 A为 2 ，则试函数的表达

式为

ψi( ξ ) = 2 sin ( 2i- 1
2 ξ ) （13）

若定义系统的广义坐标为

r= [ q1， q2， ⋯， qn， uh， up ]
T

（14）
将 式（1）、式（2）、式（4）和 式（5）经 过 式（6）、

式（7）的变换后代入第 1 类 Lagrange 方程中，即

d
dt

∂K
∂ṙ j

- ∂K
∂r j

+ ∂D
∂ṙ j

+ ∂U
∂r j

= Fj + ∑
i= 1

2

λi
∂Φ i

∂r j
    （15）

系统纵向振动力学方程及位移约束条件为

Mr̈+ Cṙ+ Kr+ΦT
r λ= F （16）

Φ ( r ) = 0 （17）
其中：M，C，K和 F分别为系统的质量矩阵、阻尼矩

阵、刚度矩阵及广义力向量；Φr为约束方程的雅可

比矩阵；λ为约束方程所对应的拉格朗日乘子。

3 仿真研究

为了分析悬绳及天轮对提升系统纵向振动的影

响，笔者针对某矿主井落地式多绳摩擦提升系统分

别构建以下 3 种模型进行对比分析：

1） 图 3 所示模型，包含悬绳与天轮；

2） 图 3 所示模型，不包含天轮；

3） 图 3 所示模型，不包含悬绳。

3.1　纵向固有频率特性　

为了求取系统的纵向振动固有频率，需先对

式（16）进行线性化处理。首先，引入矩阵U并满足

ΦrU= 0 （18）
其次，令 r= Ur̄，将其代入式（16）中，并对方程

等号两边左乘U  T，可得式（16）的线性化表达式为

U TMUr̈̄+ U TCUṙ̄+ U TKUr̄= U TF （19）
由于系统固有频率仅与自身参数有关，与外界

作用力无关，因此忽略式（19）中的 F项，并令

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

M̄= U TMU
C̄= U TCU
K̄= U TKU

（20）
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式（19）可最终简化为齐次形式，即

M̄r̈̄+ C̄ṙ̄+ K̄r̄= 0 （21）
将其改写为 1 阶的形式，即

Aż+ Bz= 0 （22）
其中
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0 K̄
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ë
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ù
û
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（23）

对式（22）等号两侧左乘A-1，可得

ż= Dz （24）
其中：D= -A-1B。

设式（24）的解为

z= Λeλt （25）
其中：Λ为特征向量；λi = -a± ib为特征向量所对

应的特征值。

将式（25）代入式（22）中，可得到关于系统固有

频率的特征方程为

{ λI- D } Λ= 0 （26）
通过求解式（26）可得系统纵向固有频率随绳

长的变化曲线，如图 4 所示。仿真参数如下：提升绳

单位长度质量为 9.5 kg，纵向刚度为 6.051×108 N，

垂 直 段 的 初 始 长 度 与 最 大 长 度 分 别 为 18 m 和

875 m，悬绳长度为 60 m，提升容器与天轮的质量分

别为 22 t 和 1.8 t。对于提升系统，其低阶频率为主

要振动频率，因此图中仅显示系统前 5 阶固有频率

随绳长的变化情况，自下向上分别为系统第 1~5
阶。其中：实线为模型 1 频率曲线；水平直线代表激

励频率（10 Hz）；图 4（a）中虚线为模型 2 固有频率曲

线；图 4（b）中虚线为模型 3 固有频率曲线。

由图 4 可知：10 Hz 的激励频率在 275 m（30 s）
附近及 686 m（65 s）附近，分别与模型 1 的第 2，3 阶

固有频率接近，可以预测系统在此绳长范围内会发

生共振现象；对于不考虑天轮的模型 2，共振区间在

357 m（37 s）和 763 m（71 s）附近；对于不考虑悬绳

的模型 3，所预测的共振区间则是在初始时刻、

415 m（42 s）和 824 m（76 s）附近。

由图 4（a）可以发现，有、无考虑天轮（模型 1 与

模型 2）的系统第 1 阶纵向固有频率区别不大，但 2
阶以上固有频率相差甚远，尤其第 2 阶固有频率在

变化形状上相差很大。由图 4（b）可以发现，未考虑

悬绳时（模型 3）的第 1 阶固有频率在初始段即与模

型 1 出现了较大差别，200 m 之后第 1 阶差距逐渐减

小，但 2 阶以上固有频率与模型 1 始终相差较大。

从上述结果可以看出，天轮对于系统 2 阶以上纵向

固有频率有较大的影响，而悬绳对系统各阶固有频

率均有较大影响。

3.2　纵向振动响应　

采用变加速运行曲线，提升系统加速度与速度如

图 5 所示，得到在 10 Hz频率纵向激励作用下系统向

下运行阶段的纵向振动特性。提升容器纵向振动对

比如图 6所示。天轮与提升容器振动特性对比如图 7
所示。提升绳与天轮间的相互作用力如图 8所示。

由图 6 可以看出，3 种模型均显示系统在初始加

速与末端减速时会有大幅度的振动，尤其在减速时

由于绳长较长，纵向刚度较小，即使在变加速运行方

式下系统仍会有较大幅度的振动。在系统初始运行

的加速段和运行结束的减速段，模型 1 与模型 2 的差

别很小，而忽略悬绳的模型 3与模型 1的差别很大。

本研究方法还可得到天轮的动位移以及天轮与

提升绳间的相互作用力。由图 7可以发现，天轮在两

共振区域内的振幅比提升容器的振幅大，而天轮的

图 4 系统纵向固有频率随绳长变化曲线

Fig.4　Longitudinal natural frequencies of the system varying 
with the cable length

图 5　提升系统加速度与速度

Fig.5　Prescribed acceleration and velocity of the system
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共振还会引起天轮平台的抖动及异响，对井架平台

造成安全隐患。本研究模型未考虑提升绳与天轮间

的相对滑动，由图 8 可以发现，在两个共振区域内提

升绳与天轮之间的相互作用力幅值较大，最大值约

为 2 150 N，提升绳与天轮间极有可能发生相对滑动。

若要保证提升绳与天轮间无相对滑动，则必须

满足欧拉公式 e-μα < Ta/Tb < eμα，其中：Ta 与 Tb 分

别为提升绳在天轮悬绳一侧和垂绳一侧的张力，且

|Ta - Tb |为提升绳与天轮间的相互作用力；μ=
0.25 为摩擦因数（K25 摩擦衬垫）；α= 135° 为提升

绳在天轮上的围包角。因此，若提升绳张力比值在

［0.556， 1.802］之间，即可保证提升绳与天轮无相对

滑动。本研究天轮与提升绳的最大相互作用力为

2 150 N，提升绳的最小张力达到 55 000 N，因此不

会发生相对滑动，也说明本研究模型假设条件是正

确的。但是，提升绳与天轮间的相互作用力会损坏

天轮的摩擦衬垫，且会造成钢丝绳的磨损，对提升系

统带来安全隐患。

4 试验研究

为了得到实际工况中提升绳受到的纵向激励频

率以及提升容器的纵向振动特性，笔者针对落地式

多绳摩擦提升系统进行了现场试验。摩擦轮处激励

频率测试如图 9 所示。为了采集摩擦轮处对提升绳

的位移激励，试验采用高精度激光位移传感器（型号

Wenglor CP35MHT80）进行测试，如图 10 所示。采

集卡采样频率为 2 500 Hz，激励频率测试结果如图

11 所示。对所测数据进行频谱分析，得到摩擦轮处

的位移激励为 10 Hz。由图 10 可以看出，激光信号

还检测了钢丝绳的股间隙。现场所用钢丝绳股在竖

直方向峰峰距离为 60 mm，提升速度为 12 m/s，即

1‑激光位移传感器；2‑三脚架；3‑集成盒；4‑上位机；5‑上位机界面；

6‑摩擦轮；7‑提升钢丝绳

图 9　摩擦轮处激励频率测试图

Fig.9　Test on the excitation frequency arouse from the drum

图 10　激光位移传感器测试

Fig.10　Test photo of the laser displacement sensor

图 11 激励频率测试结果

Fig.11　Experiment data plot of the excitation frequency

图 6　提升容器纵向振动对比

Fig.6　Comparisons of the conveyance longitudinal vibration

图 7　天轮与提升容器振动特性对比

Fig.7　Vibration comparison between the header-sheave and 
the hoisting conveyance

图 8　提升绳与天轮间的相互作用力

Fig.8　Interaction force between the hoisting cable and the 
header-sheave
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1 s 检测了 2 000 个峰/谷，属于高频干扰信号，因此

可以确定 10 Hz的频率信号为激励特征信号。

在激励频率测试中，激光位移传感器实际测量

了摩擦轮径向的凹凸变化。若定义摩擦轮理论半径

为 r，转速为 ω，摩擦轮与提升绳分离点处的凹凸变

化为 resin（20πt），则在 t时刻该分离点处提升绳的瞬

时速度为

v ( t ) = [ r+ re sin ( 20πt ) ]ω （27）
摩擦轮径向的 10 Hz 位移激励同样造成了提升

绳在纵向方向的 10 Hz 激励干扰，因此本研究选择

10 Hz作为系统纵向振动的干扰频率。

由于直接测量提升绳/提升容器的纵向振动位

移存在困难，而提升绳的张力动态变化同样可以反

映系统的纵向振动特性，因此进行了多绳摩擦提升

系统提升容器纵向振动测试，如图 12 所示。其测量

原理如下：为了补偿多根钢丝绳间的长度差，提升绳

与提升容器之间通过张力自动平衡装置连接，各张

力自动平衡装置的油腔相联通，从而通过连通器原

理来平衡各绳张力。因此，通过测量张力平衡装置

的油压，通过简单换算便可获取提升钢丝绳张力的

变化特性。

提升绳底部张力理论与试验结果对比如图 13
所示。其中，理论曲线为模型 1 的数值结果，可以发

现其与试验结果吻合良好。由于提升系统向下运

行，提升容器底部的尾绳长度持续变短，因而施加在

提升容器上的作用力不断减小，所以提升绳底部张

力整体趋势不断变小。由图 13 还可发现，在 30 s 和

65 s 附近，提升绳张力的理论与试验结果均出现较

大的波动，系统发生了共振现象，这与前述模型 1 的

固有频率分析结果相吻合。图 6 的局部放大图显

示，只有模型 1 正确反映了提升系统在 10 Hz激励频

率作用下的共振区间，这也验证了本研究理论模型

（模型 1）的正确性。

5 结  论

1） 考虑到悬绳及天轮的动态特性，结合连续体

建模理论与多体动力学方法，构建了矿井提升系统

纵向振动模型，推导了系统纵向振动力学方程。通

过数值分析得到了系统纵向固有频率随绳长的变化

规律，以及系统纵向振动数值仿真结果，其与试验结

果吻合良好，验证了本研究模型的正确性。

2） 所提出的建模方法将提升绳悬绳与垂直段

作为整体建模，保证了提升绳整体的连续性，且试函

数形式简单，便于数值计算，可用于理论设计阶段预

测提升系统的纵向振动特性。本研究模型还能获取

天轮动态特性以及天轮与提升绳间的相互作用力，

可用于分析天轮对系统动态特性的影响机理。

3） 天轮对系统 2 阶以上纵向固有频率有较大

影响，而悬绳则影响着系统每一阶纵向固有频率。

本研究模型正确预测了在 10 Hz 外界激励作用下系

统的共振区间，并从理论结果可以看出在天轮处发

生了严重的共振现象。天轮共振不仅会造成天轮平

台的抖动，威胁天轮平台的安全，而且共振情况下提

升绳与天轮之间有较大的相互作用力，容易造成对

提升钢丝绳和天轮衬垫的磨损，对提升系统带来安

全隐患，因此对天轮振动的抑制尤为重要。
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