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摘要  针对结构非线性行为多样性及荷载未知的问题，提出一种基于扩展卡尔曼滤波（extended Kalman filter， 简称

EKF）和勒让德多项式的多自由度结构总恢复力和荷载非参数化识别方法。首先，运用勒让德多项式进行非线性结

构总恢复力（total restoring force， 简称 TRF）建模；其次，通过 EKF 算法进行非线性结构总恢复力和荷载的非参数

化识别；最后，以装有不同类型磁流变阻尼器的 2 个多自由度结构数值模型为例，在不同的激励情况下，考虑 2% 和

4% 的测量噪声影响，通过结构部分自由度加速度和位移响应的数据融合，消除了识别结果低频漂移现象，实现了

未知动力响应、荷载及总恢复力的非参数化识别。研究结果表明，即使考虑不同的测量噪声水平和激励形式，所提

出方法仍可以有效地对未知动力响应、荷载及总恢复力进行非参数化识别。
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引  言

近年来，大尺寸土木建筑结构，特别是高层建筑

和大跨径桥梁，随着服役时间的增加，其结构健康监

测受到越来越多的关注［1⁃2］。传统基于模态的损伤

识别理论一般仅适用于线弹性结构，而结构在强动

力荷载作用下的损伤导致结构表现出明显的非线性

行为。因此，在结构损伤识别过程中考虑其非线性

行为十分必要。

由于在实际工程中通常难以测量结构所有自由

度的动力响应，因此使用部分动力响应的结构识别

方法引起了广泛关注［3⁃4］。为解决结构非线性位置

未知和结构响应局部测量的问题，Lei 等［5］提出了一

种仅利用结构响应部分测量的非线性恢复力检测和

参数识别方法。He 等［6］提出了一种基于时域 EKF
的结构参数和未知激励同时识别的方法，并引入了

修正的观测方程。Li等［7］提出了一种约束扩展卡尔

曼滤波来准确识别 Bouc⁃Wen 模型参数。

以上方法可对非线性结构参数进行准确识别，

通过数学模型计算得到结构的非线性恢复力。然

而，由于非线性模型难以事先确定，学者们开展了非

参数化的识别方法研究［8⁃9］。Lei 等［10］提出了基于结

构响应部分测量的免模型非线性恢复力（nonlinear 
restoring force， 简称 NRF）识别方法，其采用幂级数

多项式表示。Su 等［11］将结构中磁流变（magnetorhe⁃
ological，简称 MR）阻尼器产生的 NRF 作为相应无

MR 阻尼器结构体系的未知虚拟输入，提出了一种

新的无模型非线性恢复力识别方法，并验证了该方

法的有效性。齐梦晨等［12］提出了一种免模型 NRF
识别方法，研究不同类型阻尼器的 NRF 识别问题，

算例识别结果表明，该方法在非线性模型参数信息

未知时依然能够识别 NRF。

针对实际工程中结构外部激励信息不可获取的

情况，Xu 等［13］采用勒让德多项式对 NRF 进行非参

数化建模，提出了非参数化的 NRF 和激励识别方

法，并证明了所提方法的有效性。Zhao 等［14］采用第

2 类切比雪夫多项式对 NRF 进行建模，引入投影矩

阵更新观测方程，提出了基于有限数据测量的多种

阻尼器非线性恢复力和激励的非参数识别方法。

笔者提出一种基于扩展卡尔曼滤波和勒让德多

项式的非线性结构总恢复力和荷载非参数化识别方

法。在该方法中，总恢复力由弹性恢复力、阻尼力及

非线性元件提供的非线性恢复力组成，采用勒让德

多项式模型表征；同时，采用部分加速度与位移响应
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数据融合，消除识别位移与未知输入低频漂移现

象。以装有不同参数模型 MR 阻尼器的多自由度结

构为研究对象，进行不同激励下的非线性结构总恢

复力和荷载非参数化识别研究。研究结果表明，所

提出方法可以有效识别未知动力响应信号、未知荷

载及非线性结构总恢复力。

1 基于勒让德多项式的 TRF 和荷载

非参数化识别

1.1　基于勒让德多项式的 TRF非参数化建模　

当施加在结构的激励未知时，由一个线性结构

和非线性元件组成的非线性结构的运动方程可表

示为

Mẍ+ F [ ẋ，x，κ ]= ηu f u （1）
其中：M为结构质量矩阵；κ为结构物理参数，包括

刚度、阻尼和非线性参数；x、ẋ及 ẍ分别为结构的位

移、速度及加速度向量；F [ ẋ，x，κ ]为结构总恢复力

向量，包括弹性恢复力、阻尼力及非线性元件提供的

非线性恢复力；ηu为未知激励 f u的位置影响矩阵。

F [ ẋ，x，κ ]= Cẋ+ Kx+ R non （2）
其中：R non 为非线性元件提供的恢复力；C为刚度矩

阵；K为阻尼矩阵。

假设结构的质量、刚度及阻尼矩阵是已知的。

在［-1，1］区间上的任意分段连续函数 z ( p，q )用一

系列勒让德多项式之和的序列表示，即

z ( p，q )≈ ∑
e = 0

E

∑
n= 0

N

ϑenUe ( p )Un ( q ) （3）

其中：ϑen为勒让德多项式Ue ( p )和Un ( q )的系数；E

和N为正整数。

勒让德多项式的递推关系式为

Ue ( p )= ∑
s= 0

S

(-1 )s ( 2e- 2s )！
2e s！( e- s )！( e- 2 )！

pe- 2s  （4）

Un ( q )= ∑
t= 0

T

(-1 )t ( 2n- 2t )！
2n t！( n- t )！( n- 2 )！

qn- 2t  （5）

在本研究中，将非线性结构总恢复力表示为结

构层间相对速度和相对位移的函数，并以勒让德多

项式的形式表示为

Fi，i- 1 [ ẋ，x，κ ]≈

  ∑
a= 0

A

∑
b= 0

B

ϑnon
i，i- 1，a，bUa ( v′i，i- 1 )Ub ( d ′i，i- 1 ) （6）

其中：Fi，i- 1 [ ẋ，x，κ ]为第 i和 i-1 自由度总恢复力；

ϑnon
i，i- 1，a，b为勒让德多项式系数；A和 B为勒让德多项

式阶数，由非线性元件的非线性程度决定，在本研究

中取 A+B=4；Ua ( v′i，i- 1 ) 和 Ub ( d ′i，i- 1 ) 为勒让德多

项式；v′i，i- 1 和 d ′i，i- 1 为 i和 i-1 自由度之间归一化的

相对速度和相对位移，由文献［14］确定。

1.2　TRF和荷载的非参数化识别　

本研究中，扩展状态向量定义为

Z= { xT，ẋT， ϑT } T
（7）

其中

ϑT = { ϑnon
2，1，0，0，ϑnon

2，1，0，1，ϑnon
i，i- 1，a，b⋯，ϑnon

N，N- 1，a，b } （8）
式（1）以扩展状态方程的形式表示为

Ż=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

ẋ
ẍ
0

=
ì
í

î

ïïïï

ïïïï

ü
ý

þ

ïïïï

ïïïï

ẋ
M-1 ( ηu f u - F [ ẋ，x，κ ] )

0

=

          g ( Z，f u )+w （9）
其中：w 为零均值、协方差矩阵为 Q 的模型噪声

误差。

为了防止识别位移和未知激励的低频漂移，将

测量的部分加速度响应与位移响应进行数据融合。

观测的非线性离散方程为

y k+ 1 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

a k+ 1

d k+ 1
= h ( Z k+ 1，f uk+ 1 )=

              é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

L aM-1 ( ηu f u - F [ ẋ，x，κ ] )
Ld x k+ 1

+ v k+ 1 （10）

其中：a k+ 1 和 d k+ 1 分别为在 t= ( k+ 1 ) Δt时刻的加

速度和位移测量；Δt为采样时间步长；L a和 Ld分别

为与观测加速度和位移位置相关的矩阵；v k+ 1 为零

均值的高斯白噪声向量，其协方差矩阵为 R k+ 1。

将式（9）和（10）分别在 Z k和 fk u的估计值 Ẑ k | k和

f ̂ uk | k处进行线性化，即

g ( Z，f u )≈ g ( Ẑ k | k，f ̂ uk | k )+ B k | k ( Z- Ẑ k | k )+

W u
k | k ( f u - f ̂ uk | k ) （11）

h ( Z k+ 1，f uk+ 1 )≈ h ( Z͂ k+ 1| k，f ̂ uk | k )+ H k+ 1| k ( Z k+ 1 -

                        Z͂ k+ 1| k )+ D u
k+ 1| k ( f uk+ 1 - f ̂ uk | k ) （12）

其中：

B k | k = ∂g ( Z，f u ) ∂Z | Z= Ẑ k | k，f
u = f ̂ uk | k；

W u
k | k = ∂g ( Z，f u ) ∂f u | Z= Ẑ k | k，f

u = f ̂ uk | k；

H k+ 1| k = ∂h ( Z，f u ) ∂Z | Z= Z͂ k+ 1| k，f
u = f ̂ uk | k；

D u
k+ 1| k = ∂h ( Z，f u ) ∂f u | Z= Z͂ k+ 1| k，f

u = f ̂ uk | k。
Z͂ k+ 1| k的估计式为

Z͂ k+ 1| k = Ẑ k | k +∫
kΔt

( k+ 1 ) Δt

g ( Ẑ k | k，f ̂ u k | k ) dt （13）
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基于扩展卡尔曼滤波原理，获得结构状态的后

验估计为

Ẑ k+ 1| k+ 1 = Z͂ k+ 1| k + K k+ 1[ y k+ 1 - h ( Z͂ k+ 1| k，f
u
k | k )-

                     D u
k+ 1| k ( f uk+ 1| k+ 1 - f ̂ uk | k ) （14）

其中：K k+ 1 为卡尔曼增益矩阵。

K k+ 1 的计算式为

K k+ 1 = P͂ Z
k+ 1| kH

T
k+ 1| k ( H k+ 1| k P͂

Z
k+ 1| kH

T
k+ 1| k + R k+ 1| k )-1

（15）
f ̂ uk+ 1| k+ 1 是未知的，通过最小二乘原理获得未知

输入的估计值［13］，即

f ̂ uk+ 1| k+ 1 = S k+ 1D uT
k+ 1| k ( I- H k+ 1| kK k+ 1 ) [ y k+ 1 -

]h ( Z͂ k+ 1| k，f ̂ uk | k )+ D u
k+ 1| k f ̂ uk | k （16）

其中

S k+ 1 = [ D uT
k+ 1| kR

-1
k+ 1 ( I- H k+ 1| kK k+ 1 ) D u

k+ 1| k ]
-1

（17）
状态更新误差的协方差矩阵为

P̂ Z
k+ 1| k+ 1 = ( I+ K k+ 1D u

k+ 1| kS k+ 1D uT
k+ 1| k ×

        R-1
k+ 1H T

k+ 1| k ) ( I- H k+ 1| kK k+ 1 ) P͂ Z
k+ 1| k （18）

基于式（17），P̂ f
k+ 1| k+ 1误差协方差矩阵为

P̂ f
k+ 1| k+ 1 = S k+ 1 （19）

P̂ Zf
k|k误差协方差矩阵为

P̂ Zf
k+ 1| k+ 1 = -K k+ 1D u

k+ 1| kS k+ 1 （20）
P͂ Z
k+ 1|k表示为

P͂ Z
k+ 1|k = [ΦZ

k|k  ΔtW u
k|k ]
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úP̂ Z

k|k  P̂ Zf
k|k

P̂ fZ
k|k  P̂ f

k|k

[ΦZT
k|k  ΔtW uT

k|k ] + Q k

（21）
其中：ΦZ

k|k = I+ ΔtB k|k；P̂ Zf
k|k=P̂ fZ

k|k。

2 数值验证

为验证所提出方法对非线性结构总恢复力、未

知动力响应和荷载识别的可行性和有效性，进行不

同结构、不同激励形式的数值模拟研究。

2.1　算例 1　

装有 MR 阻尼器的 5 层剪切框架模型如图 1 所

示。框架结构的楼层质量、层间刚度和层间阻尼系数

分别为 mi=400 kg，ki=240 kN/m，ci=120 （N·s）/m
（i=1，2，…， 5）。MR 阻尼器的非线性恢复力采用

修正的 Dahl模型表示为

F DH
non = K DH

0 si，i- 1 + C DH
0 vi，i- 1 + F DH

d Z- f DH
0   （22）

其中：F DH
non 为 MR 阻尼器在第 i自由度和 i-1 自由度

之间提供的水平方向的 NRF；K DH
0 和 C DH

0 分别为

MR 阻尼器的刚度系数和阻尼系数；F DH
d 为由电流强

度决定的库仑摩擦力；si，i- 1 和 vi，i- 1 分别为安装在第

i自由度和 i- 1 自由度之间的 MR 阻尼器在水平方

向的相对位移和相对速度；f DH
0 为初始力。

Z的表达式为

Ż= σvi，i- 1 ( 1 - Zsgn ( vi，i- 1 ) ) （23）
其中：σ为常滞回系数。

在本研究中，式（22）和（23）的参数取值为 σ=
6 500 s/m，KDH

0 =100 kN/m，CDH
0 =1.995 （kN·s）/m，

F DH
d = 0.030 kN，f DH

0 = 0。
F（t）=sin（4πt）+sin（5πt），施加在剪切框架模

型的第 3 层，作用时间为 5 s，采用 Runge⁃Kutta 积分

法计算结构的动力响应，积分时间间隔为 0.001 s。
假设结构第 1 层、第 3 层和第 4 层的加速度响应以及

第 2 层和第 4 层位移响应可测。多项式系数初始值

取为实际值的 80%，测量噪声协方差矩阵和模型误

差协方差矩阵分别为对应维度的 0.2 倍单位矩阵和

10⁃6倍的单位矩阵。

在实际工程中，测量的加速度信号会受到不同

测量噪声的影响，在模拟实际物理测量过程，向已知

加速度信号中分别加入信噪比为 2% 和 4% 的高斯

白噪声，并将其与部分已知位移信号进行数据融合，

用于所提出方法的非参数化识别。

图 2为未知动力响应识别结果。真实值是指通过

数值计算得到的结构动力响应。可以看出，识别值与

真实值吻合良好，表明本研究方法具有较高的识别精

度。图 3为未知激励识别结果，真实值是施加在结构

的荷载信号。可以看出，无论在时域还是频域，未知

荷载的识别值与真实值均具有较高的吻合程度。

图 4 为总恢复力及耗能识别结果。第 5 层非线

性结构总恢复力识别值与理论值的对比如图 4（a）
所示。其耗能时程曲线如图 4（b）所示。可以看出，

图 1　装有 MR 阻尼器的 5 层剪切框架模型

Fig.1　Five⁃story shear frame model with MR damper
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结构总恢复力识别值与理论值具有较好的一致性。

为了量化所提出方法的有效性，笔者列出了不

同测量噪声情况下，识别的动力响应、荷载和总恢复

力 时 间 历 程 相 对 应 的 相 对 均 方 根 误 差（relative 
root⁃mean⁃square error，简称  RRMSE）［13］结果。不

同识别对象的 RRMSE 结果如表 1 所示。可见，不

同识别对象的 RRMSE 结果都较小，表明在考虑 2%
和 4% 测量噪声时，所提出方法的识别结果与真实

值均吻合较好，具有较好的鲁棒性。

向已知加速度信号中加入 2% 测量噪声，图 5 为

仅噪声加速度测量的激励和位移识别结果比较。可

以看出，在未使用数据融合时，未知荷载和位移识别

结果具有明显差异，且产生数据漂移现象。将图 5与

图 3（a）和图 2（b）的识别结果对比发现，部分加速度

和位移响应的数据融合可有效改善数据漂移现象。

2.2　算例 2　

以顶层装有 MR 阻尼器的 6 层剪切型框架结构

为研究对象，进行 1~30 Hz 宽带激励下的非参数化

识别研究。装有 MR 阻尼器的 6 层剪切框架模型如

图 6 所示。在本算例中，楼层质量、层间刚度和层间

阻尼系数取值分别为 mi=400 kg，ki=500 kN/m，

ci=300 （N·s）/m（i=1，2，…，6）。与算例 1 不同，

MR 阻尼器使用 Bingham 模型［14］，表示为

图 4 总恢复力及耗能识别结果

Fig.4　Identified results of the total restoring force and energy 
dissipation

图 2　未知动力响应识别结果

Fig.2　Identification results of unknown dynamic response

图 3 未知激励识别结果

Fig.3　Unknown excitation identification results

表 1　不同识别对象的 RRMSE结果

Tab.1　RRMSE results of different identification objects

识别对象

(2% 测量噪声)
第 1 层位移

第 3 层位移

第 5 层位移

第 1 层速度

第 3 层速度

第 5 层速度

第 2 层加速度

第 5 层加速度

F(t)
总恢复力

RRMSE/
%

0.30
0.33
0.62
0.05
0.08
0.11
0.94
3.59
1.08
2.35

识别对象

(4% 测量噪声)
第 1 层位移

第 3 层位移

第 5 层位移

第 1 层速度

第 3 层速度

第 5 层速度

第 2 层加速度

第 5 层加速度

F(t)
总恢复力

RRMSE/
%

0.31
0.34
0.63
0.05
0.08
0.11
0.94
3.67
1.09
2.36

图 5　仅噪声加速度测量的激励和位移识别结果比较

Fig.5　Comparisons of identified excitation and displacement 
with only noisy acceleration measurements
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F Bh
non = f Bh

c sgn ( vi，i- 1 )+ C Bh
0 vi，i- 1 + f Bh

0 （24）
其中：F Bh

non 为 Bingham 模型的非线性恢复力；f Bh
c =

10 N；C Bh
0 = 5 000 Ns/m；f Bh

0 = 20 N。

在非线性数值模型的第 4 层施加宽带激励。采

用第 1 层、第 4 层、第 5 层及第 6 层的加速度响应和第

2 层及第 4 层的位移响应进行非线性结构总恢复力

和 荷 载 非 参 数 化 识 别 。 其 中 ，积 分 时 间 间 隔 为

0.001 s，噪声水平考虑 4% 测量噪声。测量噪声协

方差矩阵和模型误差协方差矩阵分别假设为对应维

度的 1 倍单位矩阵和 1×10-8倍的单位矩阵。

未知动力识别结果如图 7 所示。未知宽带激励

识别结果如图 8 所示。可以看出，识别的未知动力

及未知宽带激励与真实值之间具有较好的一致性。

图 9 为宽带激励下总恢复力识别结果。图 9（a）
为第 6 层非线性结构总恢复力识别值，其对应的耗

能时程曲线如图 9（b）所示。可以看出，非线性结构

总恢复力的识别值与真实值具有较好的一致性。因

此，所提出的非线性结构总恢复力和荷载非参数化

识别方法具有较好的一般性。

表2为不同识别对象的RRMSE结果。可以看出，

RRMSE值很小，表明所提出方法可以准确识别未知的

动力响应、未知宽带激励及非线性结构总恢复力。

图 9　宽带激励下总恢复力识别结果

Fig.9　Identified results of TRF under wide⁃band excitation

图 8　未知宽带激励识别结果

Fig.8　The identified result of unknown wide⁃band excitation

表 2　不同识别对象的 RRMSE结果

Tab.2　RRMSE results of different identification objects

识别对象

第 1 层位移

第 3 层位移

第 5 层位移

第 6 层位移

第 1 层速度

第 3 层速度

第 5 层速度

第 6 层速度

第 2 层加速度

第 3 层加速度

宽带激励

总恢复力

RRMSE/%
2.61
2.85
2.72
2.63
0.21
0.27
0.29
0.32
2.13
1.35
7.60
0.57

图 7 未知动力识别结果

Fig.7　The identified results of unknown dynamic

图 6　装有 MR 阻尼器的 6 层剪切框架模型

Fig.6　Six⁃story shear frame model with MR damper
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3 结  论

1） 当非线性元件的参数化模型信息未知时，所

提出的非线性结构总复力、荷载和动力响应非参数

化识别方法是有效的。

2） 数值算例结果显示，对于不同的激励、噪声

水平和不同类型的 MR 阻尼器，所提出方法都具有

较好的识别结果和鲁棒性。

3） 通过部分加速度和位移响应数据融合，可以

消除位移和未知激励识别过程中的漂移现象，实现

非线性结构总恢复力、荷载及未知动力响应的非参

数化识别。
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