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随机激励下混联Ⅱ型惯容 NES减振特性研究
∗
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摘要  针对随机激励下振动系统的减振问题，提出了考虑摩擦与非线性阻尼的混联Ⅱ型惯容非线性能量阱

（nonlinear energy sink， 简称 NES），建立了含新型 NES 主系统的动力学控制方程。首先，采用蒙特卡洛数值方法，

研究了非线性刚度对减振性能的影响，当非线性刚度比 κ21逐渐增大时，主结构和混联Ⅱ型惯容 NES 的位移概率密

度函数出现了双峰变为单峰，以及速度概率密度函数由单峰变为双峰的随机跳跃现象。主结构的位移概率密度函

数对非线性刚度 κ22的敏感性比 κ21更高，κ22最佳取值区间为 200~1 000。其次，研究了噪声强度、阻尼比和惯质比对

减振性能的影响，当噪声强度小于 0.1 或惯质比 µ在 0.1 左右时，惯容 NES 的减振效果较好。虽然线性阻尼比 λ1和

非线性阻尼比 λ21、λ22增大会导致主结构和混联Ⅱ型惯容 NES 的概率密度函数出现分岔不稳定现象，但增大非线性

阻尼比有助于改善惯容 NES 的减振性能。最后，采用差分进化法对惯容 NES 的参数进行了优化。本研究可为受

随机激励的振动系统减振研究提供技术参考。
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引  言

非线性能量阱作为一种高效的减振装置，深受

相关学者青睐。在受随机激励的 NES 研究方面，Su
等［1］采用随机平均方法研究了单自由度 NES 对窄

带随机参数激励的共振响应，研究发现当阻尼较大

或非线性强度较大时，峰值响应振幅会减小，而当随

机激励的强度或频率较大时，峰值响应振幅会增大，

并 产 生 随 机 分 岔 现 象 。 Starosvetsky 等［2］针 对 含

NES 的线性振子系统，研究了系统参数对靶向能量

转移及强调制响应的影响。Li等［3］对含有非线性阻

尼和非线性刚度的 NES 系统进行了随机激励下的

减振性能研究，结果表明，在高激励条件下，非线性

阻尼有利于提高减振性能。Xue 等［4］对含有立方非

线性刚度的 NES 系统，基于广义谐波函数法，结合

Fokker⁃Planck⁃Kolmogorov 方程，进行了减振性能

分析与参数敏感度研究。薛继仁等［5］针对单自由度

NES 系统，从噪声强度、阻尼系数和质量比等 3 个方

面总结了主质量系统的转移概率密度函数变化

规律。

部分学者对 NES 的相关参数进行了优化研究，

以期获得更好的减振性能。刘良坤等［6］推导并得到

了基底白噪声激励下耦合惯容器的单自由度结构，

及多自由度的最优阻尼参数和最优刚度参数。王孝

然等［7］提出了一种含惯容和接地刚度的动力吸振

器，利用固定点理论得到了系统的最优频率比和最

优刚度比，并根据 H∞优化准则求出了系统的最优

阻尼比。

笔者使用滚珠丝杠惯容器与 NES 相结合，同时

考虑摩擦力因素，提出了新型混联Ⅱ型惯容 NES
（简称新型惯容 NES），并进行了参数优化研究。

1 新型惯容 NES力学模型

在文献［8］谐波激励研究的基础上，开展随机激

励下新型惯容 NES 的减振特性研究。图 1 为新型

惯容 NES 和非线性作用力的力学模型，新型惯容

NES 主要由惯容器、非线性作用力和非线性阻尼组

成，其力学模型如图 1（a）所示，非线性作用力模型

如图 1（b）所示。

滚珠丝杠惯容器结构简图如图 2 所示，惯容出

力等于 2 个终端的加速度差与惯容质量之积［8］，即

F= b ( ẍ2 - ẍ1 ) （1）
其中：b=0.33 kg，为惯容系数。

非线性弹簧在竖直方向的非线性恢复力［9］为
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F h = k0 ( x2 + l 2 - l0 ) sin θ （2）
其中：k0、l0 分别为线性弹簧的刚度系数和原长；l为

弹簧在水平方向的投影长度；sin θ= x ( x2 + l 2 )。
将式（2）在 x=0 处进行泰勒展开，有

F h = k1 x+ k3 x3 + O ( x5 ) （3）
其中：k1 为线性系数；k3 为非线性系数。

非线性阻尼模型为

Fz = c1 ẋ+ c3 ẋ3 （4）
其中：c1 为线性系数；c3 为非线性系数。

丝杆和螺母间存在干摩擦力，摩擦力 Ff与丝杠

螺母间相对运动速度 v之间存在相应关系［10］，即

F f = - fc sgn ( v ) （5）
其中：fc 为幅值。

sgn 的定义为

F f = - fc sgn ( v )
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

sgn ( v )= 1 ( v> 0 )
sgn ( v )= 0 ( v= 0 )
sgn ( v )= -1 ( v< 0 )

（6）

2 含新型惯容 NES主系统力学模型

随机激励下W（t）含新型惯容 NES 主系统的力

学模型［11］如图 3 所示，其系统的动力学方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

m 1 ẍ 1 + c1 ẋ 1 + k1 x 1 + k21 ( x 1 - x2 )+
k22 ( x 1 - x2 )3 =W ( t )

bẍ2 + c21 ẋ2 + c22 ẋ2
3 + k21 ( x2 - x1 )+

k22 ( x2 - x1 )3 - F f = 0

（7）

其中：m 1、k1 和 c1 分别为主系统的质量、刚度和阻尼；

b为惯容系数，k21 和 k22 为非线性刚度项的系数；c21

和 c22 为非线性阻尼项系数；F f 为摩擦力；ẋ1 为 x1 对

时间 t的导数。

对式（7）进行进一步化简，有

ì

í

î
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x″1 + λ1 x′1 + x1 + κ21 ( x 1 - x2 )+
κ22 ( x 1 - x2 )3 = ξ ( τ )

μx″2 + λ21 x′2 + λ22 x′32 + κ21 ( x2 - x1 )+
κ22 ( x2 - x1 )3 - F ′f = 0

（8）

其 中 ：μ= b m 1；ω 1 为 主 结 构 的 固 有 频 率 ，ω 1 =

k1 m 1 ； κ21 = k21 k1， κ22 = k22 k1； λ1 = c1 (m 1ω 1 )；

λ21 = c21 (m 1ω 1 )；λ22 = c22 (m 1ω 1 )；F ′f = F f (m 1ω 2
1 )；

λ1 为主结构的阻尼比；κ21 和 κ22 为刚度比值；λ21 和 λ22

为非线性阻尼比；ξ ( τ ) 表示强度等于 2D的零均值

高斯过程，满足 E [ ξ ( τ ) ξ ( t+ τ ) ]= 2Dδ ( τ )；E（·）

为数学期望，即狄利克雷函数；x′1 为 x1 对时间 τ的

导数。

为研究方便，后续数值仿真研究中采用无量纲

单位。随机激励采用理想高斯白噪声，数学模型为

ξt = 2D/Δt randn ( 1，n )    ( n= 1，2，… ) （9）
其中：D为强度；Δt为间隔；randn ( 1，n ) 为符合正态

分布的随机数。

3 求解方法

蒙特卡洛法的实现思想植根于概率论，从大量

响应样本中获得系统响应的统计特性。

将式（8）改写为 Euler格式，利用 Euler差分格式

求解，令

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
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ï
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u1 = x1

u2 = x′1
u3 = x2

u4 = x′2

（10）

将式（8）写成微分方程格式，即

图 2　滚珠丝杠惯容器结构简图

Fig.2　Schematic of ballscrew inerter

图 1　新型惯容 NES 和非线性作用力的力学模型

Fig.1　Mechanical model of a novel series-parallel-Ⅱ inertial 
NES (SPⅡ-I-NES) and nonlinear force

图 3　含新型惯容 NES 主系统力学模型 [11]

Fig.3　Mechanical model of main system with SPⅡ-I-NES[11]
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ξ ( τ )-λ1u2-u1-κ21 ( u1-u3 )-
κ22 ( u1-u3 )3

u4

( F ′f-λ21u4-λ22u3
4+κ21 ( u1-u3 )+

κ22 ( u1-u3 )3 ) /μ

（11）

将式（11）改写为 Euler差分格式，即
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u1 ( tn+ 1 )= u1 ( tn )+ u2 Δt
u2 ( tn+ 1 )= u2 ( tn )+( ξ ( t )- λ1u2 ( tn )-

u1 ( tn )- κ21 ( u1 ( tn )- u3 ( tn ) )-
κ22 ( u1 ( tn - u3 ( tn ) )3 ) Δt

u3 ( tn+ 1 )= u3 ( tn )+ u4 Δt
u4 ( tn+ 1 )= u4 ( tn )+(( F ′f - λ21u4 ( tn )-

λ22u3
4 ( tn )+ κ21 ( u1 ( tn )- u3 ( tn ) )-

κ22 ( u1 ( tn )- u3 ( tn ) )3 ) /μ ) Δt
tn+ 1 = tn + Δt

（12）

表 1 为新型惯容 NES 系统的仿真参数［11］。图 4
为未加减振系统及传统 NES（traditional NES，简称

T⁃NES）、混联Ⅱ型惯容（series⁃parallel⁃Ⅱ inerter，简
称 SPⅡ ⁃I）和混联Ⅰ型惯容 NES（series⁃parallel⁃Ⅰ 
inerter NES，简称 SPⅠ⁃I⁃NES）减振模型的力学模

型，以上 4 种主系统稳态响应的概率密度函数如图 5
所示。图 5 中：X 1 为主系统的位移；ρ ( X 1 )为对应位

移的概率密度；X ′1 为主系统的速度响应；ρ ( X ′1 )为对

应速度的概率密度。分析可知，新型惯容 NES 的减

振效果最好。

4 新型惯容 NES参数影响

4.1　κ21 和 κ22　

4.1.1　κ21 变化和 κ22 不变　

图 6 为主系统概率密度 ρ ( X 1 )和 ρ ( X ′1 )随着 κ21

变化的关系曲线，主系统概率密度随着 κ21 的增大而

峰值呈减小趋势。对于不同的 κ21，主系统敏感性有

所差异。κ21 =[ 0.1，1.33 ]时，主系统对于 κ21 的敏感

性较强，峰值减小的幅度较大。但当 κ21 增加，敏感

性迅速减弱，峰值缓慢下降。另外，随着 κ21 增大，主

系统概率密度的峰值和形态均发生变化。当 κ21 <

图 4　未加减振系统及 3 种减振模型的力学模型

Fig.4　Mechanical models of uncontrolled system and 3 types 
of vibration reduction models

表 1　新型惯容 NES系统仿真参数 [11]

Tab.1　Simulation parameters of SPII‑I‑NES system [11]

名称

主系统质量

惯容系数

阻尼

刚度

阻尼系数

非线性阻尼系数

线性刚度

非线性刚度

激励幅值

激励频率

惯质比

摩擦力

符号/单位

m1/kg
b/kg

c1/（N·s·m-1）

k1/（N·m-1）

c21/（N·s·m）

c22/（N·s3·m-3）

k21/（N·m-1）

k22/（N·m-3）

A/m
ω1/（rad·s-1）

μ
Ff/N

数值

3.3
0.33
1.4

2 814
5
5

4 814
199 980

0.005
29.2
0.1
5

图 5　主系统稳态响应的概率密度函数

Fig.5　Probability density of steady response of the main 
system
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0.1 时，主系统的 ρ ( X 1 )曲线为 2 个波峰，呈现先降低

再升高的抛物线形。当 κ21 > 0.33 时，主系统概率密

度曲线的波峰数从 2 个变为 1 个。主系统 ρ ( X ′1 )曲
线则呈相反趋势，κ21 =[ 0.1，0.33 ]时，主系统 ρ ( X ′1 )
峰值迅速减小，概率密度曲线的 2 个波峰呈现先降

低再升高趋势，且 1 个波峰变为 2 个波峰，这一现象

被称为随机跳跃［12］。当稳态概率密度呈 2 个波峰

时，系统响应从一个较大可能状态转变为另一个状

态，反之亦然，这是典型的随机 Р⁃分岔。

不同刚度比 κ21 下新型惯容 NES 概率密度如图

7 所示。随着 κ21 的增加，图 7（a）中新型惯容 NES 的

ρ ( X 2 )与性态均由双峰变单峰，不同于图 6 之处在于

峰值呈逐渐增加趋势。

4.1.2　κ22 变化和 κ21 不变

不同刚度比 κ22 下主系统概率密度如图 8 所示。

图 8 中主系统 ρ ( X 1 )和 ρ ( X ′1 )的峰值随着 κ22 的增加

呈先上升再下降的趋势。当 κ22 =[ 10，200 ]时，主系

统对于非线性刚度敏感性较小，峰值增加较慢。当

κ22 继续增加到 1 000 时，主系统对于非线性刚度的

敏 感 性 增 强 ，峰 值 下 降 迅 速 。 因 此 ，在 κ22 =
[ 200，1 000 ]间存在最佳非线性刚度。

图 9 为不同刚度比 κ22 下新型惯容 NES 概率密

图 6　不同刚度比 κ21 下主系统概率密度

Fig.6　Probability density functions of main system under 
different κ21

图 8　不同刚度比 κ22 下主系统概率密度

Fig.8　Probability density functions of main system under 
different κ22

图 7　不同刚度比 κ21 下新型惯容 NES 概率密度

Fig.7　Probability density functions of SPⅡ -I-NES un⁃
der different κ21
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度。新型惯容 NES 的 ρ ( X 2 ) 和 ρ ( X ′2 ) 峰值随着 κ22

增加，先缓慢增加后迅速降低。随着 κ21 增加，图 9（b）
中新型惯容 NES 的 ρ ( X ′2 ) 与图 7（b）形态均从单峰

变双峰，不同之处在于图 7（b）的峰值基本不变。当

κ22 =[ 10，200 ]时，非线性刚度的影响相对较弱，峰值

仅有微小增加。当 κ22 增加到 1 000时，主系统对于非

线性刚度敏感性增强，峰值迅速下降，形态也随之改

变。随着 κ22 的增加，新型惯容 NES 的 ρ ( X 2 )曲线波

峰由 3个减少为 2个，ρ ( X ′2 )则稳定为 2个波峰。

4.2　噪声强度　

图 10、11 分别为不同噪声强度下的主系统概率

密度及新型惯容 NES 概率密度。当 D=0.001 时，

主系统和新型惯容 NES 的 ρ ( X 1 ) 和 ρ ( X ′1 ) 峰值最

高 ，表明减振效果较好。当 D>0.1 时 ，ρ ( X 1 ) 和
ρ ( X ′1 )峰值显著下降。当 D=1 时，主系统的 ρ ( X 1 )
和 ρ ( X ′1 )急剧减小，表明减振效果显著减弱。由文

献［5］可知，在噪声强度为 1 时，T⁃NES 减振系统的

概率密度基本为 0，减振能力消失。以上分析表明

新型惯容 NES 减振系统提高了实际工程应用时的

容错率，说明新型惯容 NES 适用于噪声激励较小的

场景。

图 11　不同噪声强度下新型惯容 NES 概率密度

Fig.11　Probability density functions of SPⅡ -I-NES under 
different noise intensities

图 9　不同刚度比 κ22 下新型惯容 NES 概率密度

Fig.9　Probability density functions of SP Ⅱ -I-NES un⁃
der different κ22

图 10　不同噪声强度下主系统概率密度

Fig.10　Probability density functions of main system under 
different noise intensities
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4.3　线性阻尼　

不同线性阻尼比下的主系统概率密度及新型惯

容 NES 概率密度分别如图 12、13 所示。随着 λ1 的

增大，主系统的 ρ ( X 1 )、ρ ( X ′1 )以及新型惯容 NES 的

ρ ( X ′2 ) 峰值均增加，仅新型惯容 NES 的 ρ ( X 2 ) 峰值

减小，故随着 λ1 的增大，大部分能量被新型惯容

NES 质量吸收。图 7 中 κ21 的变化导致了主系统

ρ ( X 1 ) 的波峰由 2 个变为 1 个，ρ ( X ′1 ) 的波峰由 1 个

变为 2 个，呈现随机分岔现象。因此，λ1 变化时会导

致主系统的 ρ ( X 1 ) 和 ρ ( X ′1 ) 曲线波峰从一个变为 2
个的分岔现象。随着 λ1 的增大，主系统 ρ ( X 1 )和新

型惯容 NES 的 ρ ( X 2 ) 出现分岔，主系统稳定性变

差。因此，建议 λ1 的取值不宜过大。

4.4　非线性阻尼　

非线性阻尼有线性系数 c21 和非线性系数 c22，其

他参数值保持不变，同时改变组合 c21 和 c22，不同阻

尼比 λ21、λ22 下主系统与新型惯容 NES 概率密度如

图 14、15 所示。随着 λ21 和 λ22 的增加，主系统的

ρ ( X 1 )和 ρ ( X ′1 )和新型惯容 NES 的 ρ ( X ′2 )峰值保持

稳定增加。当 λ21 和 λ22 为 0.25 时，新型惯容 NES 的

ρ ( X ′2 )曲线从 2 个波峰变为 1 个波峰，随机分岔现象

图 12　不同线性阻尼比下主系统的概率密度

Fig.12　Probability density functions of main system under 
different linear damping ratios

图 13　不同线性阻尼比下新型惯容 NES 概率密度

Fig.13　Probability density functions of SPⅡ-I-NES under 
different linear damping ratios

图 14　不同阻尼比 λ21、λ22下主系统概率密度

Fig.14　Probability density functions of the main system un⁃
der different λ21 and λ22
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消失。主系统的 ρ ( X 1 )和 ρ ( X ′1 )和新型惯容 NES 的

ρ ( X ′2 )曲线更陡，主系统响应达到平稳的概率最大。

尽管新型惯容 NES 的 ρ ( X 2 )曲线的峰值降低，且波

形由 1 个波峰转变为 2 个波峰，出现了随机分岔现

象，但这一变化对系统的减振性能影响较小。因此，

可通过增大 λ21 和 λ22 来提升主系统的减振性能。

4.5　惯质比　

图 16、17 为不同惯质比下仿真结果主系统与新

型惯容 NES 概率密度仿真结果。图 16 中，随着 μ的

逐渐增加，主系统的 ρ ( X 1 ) 和 ρ ( X ′1 ) 峰值先逐渐增

加后减小。具体而言，当 μ=[ 0.05，0.5 ] 时，2 个指

标的峰值逐渐增加，当 μ> 0.5 时，2 个指标的峰值

则迅速下降。同时，主系统的位移和速度概率密度

曲线由 2 个波峰变为 1 个波峰，随机分岔现象也随

之消失。

由 图 17，随 着 μ 的 增 加 ，主 系 统 的 ρ ( X 1 ) 和
ρ ( X ′1 )峰值先增加后减小。这表明在追求最佳减振

效果时，参数 μ存在一个最优数值。当 μ> 0.1 时，

新型惯容 NES 的 ρ ( X 2 )峰值有所降低，且曲线由 2
个 波 峰 变 为 3 个 波 峰 。 然 而 ，新 型 惯 容 NES 的

ρ ( X ′2 ) 曲线始终为 2 个波峰，表明系统的稳定性减

图 16　不同惯质比下主系统概率密度

Fig.16　Probability density functions of main system under 
different inertial mass ratios

图 17　不同惯质比下新型惯容 NES 概率密度

Fig.17　Probability density functions of SPⅡ-I-NES under 
different inertial mass ratios

图 15　不同阻尼比 λ21、λ22下新型惯容 NES 概率密度

Fig.15　Probability density functions of SPⅡ-I-NES under 
different λ21 and λ22
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弱。因此，笔者建议 μ取值应在 0.1 左右，这一数值

契合 NES 减振目的，但惯质比不应低于 0.1。这是

由于，当 μ小于 0.1 时，不仅会导致主系统的 ρ ( X ′1 )
峰值降低，而且会使得曲线的波峰由 1 个变为 2 个，

随机分岔现象愈发明显，易增加系统的不稳定性。

4.6　参数优化　

新型惯容 NES 的参数优化可表述为最大值的

最小化问题，即

min σ ( λ21，λ22，κ21，κ22，μ，λ1，ω 1 )
s.t.   λ21，λ22 ∈ R 1，κ21 ∈ R 2，κ22 ∈ R 3

（13）

其中：σ为参数优化的目标函数。

笔者以主结构位移响应均方根的最小值为目标

函数，采用差分进化法对新型惯容 NES 控制参数进

行优化，参数优化流程如图 18 所示。优化后的新型

惯容 NES 参数见表 2。

图 19、20 分别为最优参数与非最优参数下主系

统与新型惯容 NES 的概率密度。最优参数下，主系

统的 ρ ( X 1 )和 ρ ( X ′1 )峰值大于偏离参数优化值的峰

值，而新型惯容 NES 的 ρ ( X 2 )和 ρ ( X ′2 )峰值小于偏

离参数优化值的峰值，这验证了最优参数下主系统

的减振性能较好。

图 18　新型惯容 NES 参数优化流程图

Fig.18　Flow chart of parameter optimization of SPⅡ-I-NES

表 2　优化后的新型惯容 NES参数

Tab.2　Optimized parameters of SPⅡ‑I‑NES

名称

固有频率

无量纲线性阻尼比

无量纲阻尼比

阻尼比

无量纲刚度比

惯质比

刚度比

符号与单位

ω 1/（rad·s-1）

λ1

λ21

λ22/（N·s2·m-2）

κ21

μ

κ22/m-2

数值

29.2
0.06
0.15
0.15
0.40
0.1

1.38

图 19　最优参数与非最优参数下主系统概率密度

Fig.19　Probability density functions of main system with 
optimal and non-optimal parameters

图 20　最优参数与非最优参数下新型惯容 NES 概率密度

Fig.20　Probability density functions of SPⅡ -I-NES with 
optimal and non-optimal parameters
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5 结  论

1） 随着 κ21 的增加，系统的减振效果逐渐下降。

当 κ21 较小时，主系统的 ρ ( X 1 )曲线为 2 个波峰，系统

发生随机分岔，2 个波峰相距较近，说明发生随机分

岔的可能性较大。随着 κ21 的增加，主系统的 ρ ( X 1 )
曲线由 2 个波峰变为 1 个波峰，随机分岔消失，系统

稳定性增强。因此，系统减振效果达到最佳时，系统

存在最佳刚度比。随着 κ22 的逐渐增大，系统的减振

效果先上升后降低，当 κ22 =[ 200，1000 ]时，系统存

在最优刚度比，可达到最佳的减振效果。

2） 随着噪声强度增大，系统的减振效果迅速下

降，特别是当噪声强度 D> 1 时，系统的概率密度曲

线峰值迅速降低至趋于 0，说明系统在高噪声强度

激励下的减振效果不佳。主系统的 ρ ( X 1 ) 曲线从

1 个波峰转变为 2 个波峰，呈现分岔现象，影响了系

统的稳定性。当 λ21 和 λ22 为 0.25 时，新型惯容 NES
的 ρ ( X ′2 )曲线从 2 个波峰变为 1 个波峰，随机分岔现

象消失。因此，可适当提高 λ21 和 λ22，以提高系统的

减振性能。

3） μ变化时，系统减振性能先增强后减弱。当

μ=[ 0.05，0.5 ] 时，惯质比存在最优值。当 μ> 0.1
时，系统概率密度曲线从 2 个波峰变为 3 个波峰，出

现随机分岔现象，系统不稳定性增加。因此，建议最

佳惯质比保持在 0.1 以下。以主系统稳态位移均方

根值的最小值为目标函数，采用差分进化算法优化

了新型惯容 NES 参数。经优化处理后，最佳参数下

的减振效果好于优化前。
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