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含拓扑修形人字齿轮系统非线性分岔特性分析
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摘要  针对人字齿轮系统运行中普遍存在的非线性振动与分岔问题，首先，笔者基于集中参数法，构建融合拓扑修

形效应、时变啮合刚度与齿侧间隙影响的 24 自由度弯‑扭‑轴‑摆耦合动力学模型；其次，基于势能法精确建立含拓扑

修形的人字齿轮时变啮合刚度模型，揭示修形对啮合刚度演化规律的深层机制；最后，采用龙格库塔法求解方程，结

合分岔图、时域响应、频域特性、相平面轨迹及庞加莱截面，深入分析拓扑修形对系统分岔演化与混沌特性的影响。

结果表明：拓扑修形后，系统振动与分岔特性的基本演化规律保持一致，局部分岔行为和振动响应得到有效改善；随

着齿侧间隙增大，系统分岔特性呈现单周期、倍周期至混沌的演变趋势，在拓扑修形作用下，部分混沌解转变为周期

解，整体混沌区域明显减少。理论结果与试验数据一致性较好，研究成果为高性能人字齿轮系统的动力学优化与振

动控制提供了重要参考。
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引  言

人字齿轮传动系统在实际运行中，由于齿侧间

隙、制造与装配误差等因素的影响，常产生较大的噪

声与振动。这不仅影响传动系统的平稳性和使用寿

命，还制约了其性能的进一步提升。因此，降低人字

齿轮传动系统运行过程中的噪声与振动，已成为该

领域研究的重要方向之一。

Arian 等［1］研究了齿侧间隙、时变啮合刚度和静

态传动误差对含惰轮的行星齿轮系统的混沌特性影

响。卜忠颉等［2］研究了风电行星齿轮箱的齿轮微观

修形设计与试验。Hu 等［3］研究了面齿轮转子系统

的耦合多体动力学，并探讨了载荷和齿侧间隙对系

统动力响应的影响。Hao 等［4］建立了人字齿轮副的

非线性动力学模型，并验证了模型的正确性。Hu
等［5］建立了直齿轮传动系统的非线性摩擦动力学模

型，揭示了润滑条件对系统非线性行为的影响。刘

杰等［6］探讨了动态侧隙、时变啮合刚度、齿轮偏心等

因素对单对齿轮系统非线性特性的影响。Li等［7］提

出了一种结合润滑模型与扭转动力学模型的直齿轮

副动力学模型。Akamoto 等［8］认为齿轮传动系统的

振动主要源于扭转力，并定量解释了齿轮传动系统

的振动特性。刘辉等［9］研究了间隙、啮合角等非线

性因素对单排行星直齿轮非线性特性的影响。

Litvin 等［10］开发了一种改进斜齿轮新拓扑修形

结构。Zou 等［11］提出了一种基于重合度的拓扑修形

改进算法，并验证了该方法的优越性。Wang［12］提出

了一种针对人字齿轮副传动特性的三维修形方法，

优化了齿廓与齿向修形参数。张鑫等［13］计算了齿轮

啮合的错位量以及齿廓接触线的变形量，进而实施

了修形。Lin 等［14］基于势能法和数值积分法，计算

了修形后人字齿轮的时变啮合刚度。

综上所述，现有工作主要集中在分析各类非线

性条件对直齿轮和斜齿轮系统非线性动力学特性的

影响，在多自由度状态下的动力学建模方面的研究

仍不够完善。同时，针对拓扑修形等非线性参数对

人字齿轮传动系统分岔特性影响的研究仍较为有

限，相关理论与应用亟待进一步深入研究。
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基于现有研究中的不足，笔者构建一个 24 自

由度弯‑扭‑轴‑摆耦合人字齿轮动力学模型，综合

考虑拓扑修形、时变啮合刚度和齿侧间隙等因素。

采用势能法与切片法，考虑轴向力和径向力对刚

度的影响，并精确计算修形齿轮的时变啮合刚度。

通过分岔图、时域图等方法，研究系统的分岔行为

和振动特性，旨在揭示拓扑修形对系统动力学的影

响，为人字齿轮系统的设计与优化提供新的理论

依据。

1 弯‑扭‑轴‑摆动力学模型建立

采用集中参数法建立人字齿轮副弯‑扭‑轴‑摆
耦合的动力学模型。应用文献［15］中梁单元理论

对人字齿轮退刀槽进行等效建模，并结合 2 个斜

齿轮副，构建了如图 1 所示的弯‑扭‑轴‑摆动力学模

型示意图。模型中，符号 L 和 R 用于区分左侧斜

齿轮副与右侧斜齿轮副，s 代表主动轮，p 代表从

动轮。

各轮的啮合方向的非线性因素包括时变啮合刚

度 ksp、啮合阻尼 csp和啮合误差 esp以及齿侧间隙 bh、支

撑刚度 kbju、支撑阻尼 cbju、支撑间隙 bju。齿轮中间轴

段含扭转刚度 kju和扭转阻尼 cju（j为 s 或 p，代表主动

轮或从动轮；u为 x轴、y轴、z轴）。

系统各自由度方向上的动力学微分方程中，左

侧主动轮动力学微分方程为
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s ÿ L

s = -( F L
sp cos β cos ψ+ k L

bsy y L
s + cL

bsy ẏ L
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s - ẏ R
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右侧主动轮动力学微分方程为
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左侧从动轮动力学微分方程为
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  （3）

右侧从动轮动力学微分方程为

图 1　弯-扭-轴-摆动力学模型示意图

Fig.1　Schematic diagram of bending torsion axis pendulum 
dynamic model
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p - ẏ R
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  （4）

其中：β为螺旋角；I为构件转动惯量；m为构件质量；

ψ为位置角；Tf为摩擦力臂；Ff为摩擦力；ẍ、ÿ、z̈分别

表示 x轴、y轴、z轴方向的加速度。

Fi
sp 啮合力的表达式为

F i
sp = k isp f ( δ isp，bh )+ cisp δ̇ isp （5）

其中：i为 L 或 R。

δisp 为啮合线位移，其表达式为

δ isp = ( xis sin ψ+ y is cos ψ- xip sin ψ- y ip cos ψ+
rbsθ izs + rbpθ izp ) cos β+ ( rbsθ ixs sin ψ+
rbsθ iys cos ψ sp + rbpθ ixp sin ψ+ rbpθ iyp cos ψ-
zis + zip ) sin β- eisp （6）

其中：eisp 为齿轮副综合啮合误差。

齿轮副的齿侧间隙与支撑间隙非线性函数为

f ( δ iju ) =
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δ iju + bh ( )δ iju > bh

0 ( )bh ≤ δ iju ≤ -bh

δ iju - bh ( )δ iju < -bh

（7）

f ( xiju ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

xiju + bju ( )xiju > bju

0 ( )-bju ≤ xiju ≤ bju

xiju - bju ( )xiju < -bju

（8）

其中：δiju 为人字齿啮合线位移，xiju 为人字齿振动

位移。

为便于比较与分析，引入无量纲时间 τ=ω1t和
位移标称尺度 λ=1×10-5，并令 Ω=ω/ω1，系统固有

频率为

ω 1 = k isp / ( 1/m s + 1/m p ) （9）
其他无量纲物理量的定义表达式为 x̄ ( τ )= x/λ；

ẋ̄ ( τ )= ẋ/( λω 1 )；ẍ̄ ( τ )= ẍ/( λω 2
1 )；ē ( τ )= e/λ；ė̄ ( τ )=

ė/( λω 1 )；ë̄ ( τ )= ë/( λω 2
1 )；c̄= c/ω 1；k̄= k/ω 2

1；T̄=
T/( λω 2

1 )；b̄= bh /ω 1。

2 含拓扑修形的时变啮合刚度计算

图 2 为拓扑修形齿面示意图，拓扑修形将渐开

线齿面分为 9 个区域（见图中数字序号）。具体划分

为：区域 1 为未修形的渐开线齿；区域 3 和区域 7 为

仅需齿廓修形的部分；区域 5 和区域 9 为仅需齿向修

形的部分；区域 2 和区域 4 需要同时进行齿顶修形

和齿向修形；区域 6 和区域 8 则需同时进行齿根修形

和齿向修形。图中：S1为理论渐开线齿面，S2为拓扑

修形齿面。v、vd、vg 和 va 分别为齿廓修形边界曲线

E、D、C、F处渐开线的展角。θ0、θa、θb与 θmax 分别为

齿向修形边界曲线H、A、G、J处的渐开线展角。

采用积分方法将人字齿轮沿齿宽方向切割成若

干薄片，人字齿轮切片模型如图 3 所示。通过计算

各薄片的法向力与变形比获得单齿刚度，再积分求

得整体时变啮合刚度。图中 B为人字齿轮一侧的宽

度，n为单个切片的宽度。

在计算人字齿轮的时变啮合刚度时，综合考虑

轮齿在径向力作用下的接触、弯曲、剪切、基体以及

径向压缩刚度。由于人字齿轮具有螺旋角，还需考

虑由轴向力引起的弯曲和剪切势能。因此，第 k个
薄片的啮合刚度 kk可表示为

kk = 1 ( )1
kh

+ 1
kφj

+ 1
k εj

+ 1
kaj

+ 1
kγj

+ 1
kasj

+ 1
kabj

   

（10）

图 3　人字齿轮切片模型

Fig.3　Slice model of herringbone gear

图 2　拓扑修形齿面示意图

Fig.2　Diagram of topologically modified tooth surface
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其中：kh、kφ、k ε、ka、kγ、kb、kas 分别为赫兹刚度、弯曲刚

度、剪切刚度、径向压缩刚度、基体刚度、轴向力引起

的弯曲刚度、轴向力引起的剪切刚度。

总的啮合刚度为

k= ∑
k= 1

ζ

kk （11）

其中：ζ为轮齿的切片数。

齿轮修形通过改变齿面轮廓，进而影响轮齿的

惯性矩和截面面积。影响轮齿惯性矩和截面面积的

关键参数是啮合点到轮齿中线的距离 Ho。采用切

片法后，每一片齿轮可视为一个悬臂梁模型，图 4 为

轮齿截面悬臂梁模型。图中：rξ为任意圆半径；ra为

齿顶圆半径；rσ为基圆半径；r为齿根圆半径。

拓扑修形对齿廓进行分段修形，将渐开线齿廓

分为 3 段进行修形。因此，在齿廓修形下，Ho变为 3
段，在不同区域的Ho不同，记为H ′o，即

H ′o =
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r1 cos ( )P
2r1

- Δl
W 2

3
[ ]r1 - ( )rσ +W 3

2

 ( )rσ ≤ r1 ≤ rσ +W 3

r1 cos ( )P
2rμ

       ( )rσ +W 3 ≤ r1 ≤ rσ -W 4

r1 cos ( )P
2rμ

- Δl
W 2

4
[ ]r1 - ( )ra -W 4

2

 ( )ra +W 4 ≤ r1 ≤ ra

   （12）
其中：P为任意圆齿厚；W3、W4分别为齿顶和齿根的

修形长度；Δl为齿廓修形量。

在齿宽方向，进行齿向修形后，Ho 再次发生变

化，记为 H ″o，即 H ″o = H ′o - V o。则拓扑修形后的惯

性矩和截面面积为

ì
í
î

Io = ( )2H ″o
3
n/12

N o = 2H ″o n
（13）

根据材料力学和弹性力学的相关理论，本研

究中，由齿轮变形产生的弯曲势能为 U φ = F 2

2kφ
=

∫
0

M [ ]F t ( M- x )- F 1H ″o
2

2EIo
dx；剪 切 势 能 为 U ε =

F 2

2k ε
=∫

0

M 1.2F 2
t

2KN o
dx；径 向 压 缩 势 能 为 U a = F 2

2ka
=

∫
0

M F 2
1

2EN o
dx；由轴向力引起的弯曲势能为Ub= F 2

2kb
=

∫
0

M [ ]F t ( M- x )-F 1H ″o
EIo

dx；由轴向力引起的剪切势

能 为 U as = F 2

2kas
=∫

0

M 1.2F 2
a

KN o
dx ；赫 兹 势 能 为 U h =

F 2

2kh
。其中：F为啮合力；F1为径向力；Ft为圆周力；Fa

为轴向力；K为剪切模量；M为啮合点到基圆的距离。

然而，齿轮轮体变形引起的啮合线上的等效刚

度（即基体刚度）是不可忽视的，其计算公式为

kγ = χκ
ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
cos2 α

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

ν ( )wη 2

+ q ( )wη + ρ ( 1 + Q tan2 α )

（14）
其中：χ 弹性模量；κ 为齿宽；α 为压力角；ν、q、Q、ρ、w
与 η为系数，计算方式见文献［14］。

齿廓修形最大修形量 Δmax及齿廓修形长度 l为

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

Δmax = ςF t /υ
ε1 k

l= 0.6G 1

（15）

其中：ς为使用系数；ε1 为端面重合度；k为轮齿刚度。

齿向修形时，主要考虑原齿轮啮合齿廓误差因

子下的鼓形修形量，其计算公式为

∂ = 0.5e （16）
其中：∂为齿廓修正量；e为原齿啮合误差。

经计算，修形参数如表 1 所示。

表 2 为人字齿轮参数，以此参数条件对小齿轮

进行修形，并计算修形前后单齿啮合刚度及时变啮

合刚度，得到的时变啮合刚度曲线如图 5 所示。拓

图 4　轮齿截面悬臂梁模型

Fig.4　Cantilever beam model with gear tooth cross-section

表 1　修形参数

Tab.1　Modification parameters

修形参数

ς
Ft/N
υ/mm
ε1

e/(N·μm-1)
Δmax/μm
l/mm
∂/μm

数值

1.25
19 318.5

45
1.562

34.337
10
1.2
10
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扑修形后，整个区域的时变啮合刚度普遍减小。尤

其是在单对齿啮合时，时变啮合刚度显著降低，且与

未修形时相比，整体更为平稳。在拓扑修形的条件

下，时变啮合刚度的变化更为明显。未修形时的幅

值为 3.64×108 N/m，修形后减少至 3.53×108 N/m，

降幅为 3.02%。

3 分岔特性算例分析

3.1　未修形系统　

图 6 为未修形单对人字齿轮副随齿侧间隙变化

的分岔特性，即人字齿轮副在转速 ω=2 400 r/min、
阻尼系数 λ=0.05、摩擦因数 μ=0.2、各方向支撑间

隙均为 10 μm 时，拓扑修形前人字齿轮副啮合线无

量纲相对位移随 bh变化的分岔图。随着齿侧间隙增

大，系统动态行为呈现 7 个阶段演变：bh<5.3 μm 时

为单倍周期稳定态；bh=5.3~6.15 μm 时转为 3 倍周

期；bh=6.15~7.20 μm 时恢复单倍周期；bh=7.20~
10.9 μm 时分岔为 2 倍周期；bh=10.9~14.2 μm 时演

变为 4 倍周期；bh=14.2~16.2 μm 时以 2 倍周期为

主，伴有随机非周期点；bh>16.2 μm 时进入持续混

沌状态，此时系统持续表现出混沌行为，系统出现不

稳定性和随机性。

未修形系统相对位移振动特性如图 7 所示。图

7（a）中，当 bh=8.0 μm 时，时域图振动幅值平稳；频

域图中包含啮合频率 f及 1/2f；由相平面图及庞加

莱图显示，系统呈 2 倍周期运动状态。图 7（b）中，

当 bh=16.4 μm 时，时域图振动出现剧烈波动，频域

图 5 时变啮合刚度曲线图

Fig.5　Time varying mesh stiffness curve

图 6　未修形单对人字齿轮副随齿侧间隙变化的分岔特性

Fig.6　Bifurcation characteristics of unmodified single pair her‑
ringbone gear pairs with changes in tooth flank clearance

图 7 未修形系统相对位移振动特性

Fig.7　Relative displacement vibration characteristics of un‑
modified system

表 2　人字齿轮参数

Tab.2　Parameters of herringbone gear

参数

齿数

模数

螺旋角

压力角/(°)
齿宽/mm
泊松比

弹性模量/Pa
密度/(kg·m-3)
齿廓修形/μm
齿向修形/μm
齿廓修形长度/mm

主动轮

25
2

15
20
45
0.3

2.1×1011

7 850
20
10
1.2

从动轮

75
2

15
20
45
0.3

2.1×1011

7 850
0
0
0
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图出现大量边频带；相平面图呈无序状态，庞加莱图

包含多个离散的点，表明系统进入混沌状态。

3.2　拓扑修形系统　

图 8 为 含 修 形 单 对 人 字 齿 轮 副 随 齿 侧 间 隙

变化的分岔特性，展示了人字齿轮副在转速 ω=
2 400 r/min、阻尼系数 ζ=0.05、摩擦因数 μ=0.2、各
方向支撑间隙均为 10 μm 时，拓扑修形后人字齿轮

副的啮合线无量纲相对位移随 bh变化的分岔图。拓

扑修形后人字齿轮副的分岔特性呈现 7 个典型阶

段：bh<5.25 μm 时为单倍周期稳定态；bh=5.25~
6.15 μm 时转为 3 倍周期；bh=6.15~7.20 μm 时恢复

单倍周期；bh=7.1~10.9 μm 时进入 2 倍周期；bh=
10.9~14.4 μm 时过渡到 4 倍周期，并伴随混沌现象；

bh=14.2~16.85 μm 时呈现混沌与 2 倍周期交替状

态；bh>16.85 μm 时持续处于混沌状态，表现出显著

的不稳定性和随机性。

修形后系统相对位移振动特性如图 9 所示。图

9（a）中，当 bh=8 μm 时，振动响应的时域图稳定，主

要包含啮合频率 f及 1/2f，由相平面图及庞加莱图显

示系统呈 2 倍周期运动状态。图 9（b）中，当 bh=
16.4 μm 时，时域图振动平稳，频域图无杂频，相平

面图呈稳定状态，庞加莱图显示系统呈现 2 倍周期

运动状态。

对比分析表明，拓扑修形显著提升了系统稳定

性。当 bh=8.0 μm 时，时域幅值由 2.18~1.83 μm 降

至 1.49~1.35 μm，频域幅值减小，相平面轨迹圆缩

小，庞加莱点更集中。当 bh=16.4 μm 时，时域从混

沌状态（4.5~4.4 μm）转为周期运动（3.6~3.6 μm），

频域连续谱变为清晰的 f及 1/2f成分，相平面由无

序圆环转为规则轨迹，庞加莱点从离散变为聚集。

说明拓扑修形有效抑制了振动，增强了系统稳定性。

4 试验验证

图 10 为传动系统振动测试试验台，该试验台由

电机、齿轮箱、传感器、磁粉制动器以及采集器组

成。试验中设备参数如表 3 所示。

图 11 为设计搭建的齿轮箱及齿轮修形，试验修

形对象为小齿轮，图中序号标记区域与图 2 中相同。

图 10　传动系统振动测试试验台

Fig.10　Transmission system vibration test bench

图 8　含修形单对人字齿轮副随齿侧间隙变化的分岔特性

Fig.8　Bifurcation characteristics of a single pair herringbone 
gear pairs with modified tooth flank clearance variation

图 9 修形后系统相对位移振动特性

Fig.9　Relative displacement vibration characteristics of the 
modified system

802



第  4 期 董  皓，等：含拓扑修形人字齿轮系统非线性分岔特性分析

转速为 2 000 r/min 时系统振动响应如图 12 所

示，对比分析了未修形人字齿轮系统以及拓扑修形

后系统的理论计算与试验振动特性。图 12（a）中，

当转速为 2 000 r/min 时，未修形的系统理论振动

出 现 了混乱的状态，时域响应幅值范围为 0.6~
10.19 μm；频域图中主要包含基频 f和 1/2f，同时在

1/2f附近出现了较多的杂频。图 12（b）中，未修形

时，时域响应范围为-1.8~13.06 μm；频域图中同

样包含基频 f和 1/2f，但低频区域出现了大量杂频。

图 12（c）中，对主动轮进行拓扑修形后，系统的理

论振动依然保持混乱的状态，时域响应幅值范围为

0.45~7.45 μm；频域图中包含基频 f和 1/2f及杂频。

图 12（d）中，时域响应范围为-1.47~12.45 μm；频

域图中包含基频 f和 1/2f，同时也包含杂频。对比

分析后发现，修形后的系统更加稳定。

5 结  论

1） 建立了 24 自由度弯‑扭‑轴‑摆耦合人字齿轮

动力学模型，采用势能法计算修形齿轮的时变啮合

刚度，分析了拓扑修形对系统分岔特性和动态响应

的影响，并通过试验验证了模型的准确性。

2） 通过拓扑修形，有效降低了人字齿轮副的时

变啮合刚度。在齿侧间隙变化的影响下，系统的整

体运动趋势通常遵循由单周期到倍周期、再到混沌

的转变规律。拓扑修形后，尽管系统的分岔特性大

体保持一致，但在某些区域，原本的混沌或拟周期状

态被稳定的周期状态所取代，且分岔节点发生变化，

整体混沌区域的占比从 46.0% 降至 43.8%。

3） 对比修形前后的动态响应，修形后系统的振

动幅值显著减小，且边频带和低频成分明显减少或

完全消失。本研究结果为人字齿轮传动系统的设计

与优化提供了重要的理论依据。

表 3　设备参数

Tab.3　Equipment parameters

名称

电机

变频器

磁粉制动器

数据采集器

传感器

品牌

Abb 变频电机

SIMOTICS
—

优泰

Kistler

规格

SIMOTICS S‑1FL6052‑2AF
—

35 mm×15 mm×24 mm
uT3704FRS‑ICP

8704B50

图 11 齿轮箱及齿轮修形

Fig.11　Gearbox and gear modification

图 12　转速为 2 000 r/min 时系统振动响应

Fig.12　System vibration responses at 2 000 r/min
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