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摘要  针对随机振动激励下多自由度产品包装非线性离散系统的加速度响应动力学问题，基于累积截断和数值模

拟验证，提出了多自由度产品包装正切型离散系统的加速度响应谱解析理论。首先，结合缓冲包装材料的本构关

系，将考虑多个关键部件的产品包装件模型化为多自由度产品包装正切型离散系统；其次，理论推导了该 n+1 个自

由度系统一般形式的加速度响应谱近似解，并以 3+1 个自由度正切型产品离散包装系统为例，通过与四阶龙格库

塔算法所得到的响应数值解比较，验证了所提理论的有效性，并讨论了其适用范围；最后，进行系统响应的参数研

究，探索了外界激励以及系统参数对于响应的影响。结果表明：外界激励强度的提升更易引发系统正切型硬弹簧作

用，引起系统相应加速度响应峰值点逐渐增大；通过改变系统正切型特征参数 β、阻尼比、频率比、关键部件与产品

的质量比来对系统响应调谐调频以达到减振效果。该方法可用于预测多自由度产品包装非线性离散系统加速度响

应谱，为缓冲包装动力学研究和优化设计提供参考。
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引  言

振动是物流运输环境中引发产品损坏和功能失

效的主要因素，每年因包装防振不当而造成产品损

坏，导致上百亿的经济损失［1］。因物流流通、路面不

平、发动机不规则振动等因素，使产品受到的振动作

用具有随机性的特点［2］。因此，用随机激励来表征包

装件所受外界激励能够更加真实反映实际情况［3］，分

析包装随机动力学响应特性有较好的工程价值。

朱大鹏［4］提出了具有三次非线性特征的包装件

随机振动响应分析模型，并以实际振动功率谱为激

励，研究了产品内关键部件穿越损坏概率。温海焜

等［5］将雪橇‑南极望远镜包装建模为两自由度弹

簧‑质量‑阻尼系统，进行了系统的减振设计。Yang
等［6］提出了一种新的两自由度包装系统随机振动方

法，用来分析双曲正切型包装系统的加速度响应。

上述研究主要是考虑产品主体或包含单个关键部件

的产品包装系统的随机振动问题。郑志银等［7］将含

多个易损弹性部件离散为简支梁，并研究该线性系

统在简谐位移激励时的响应。Suhir 等［8］针对带弹

性板易损件的产品包装系统，建立多自由度简支梁

动力学模型，分析弹性板的跌落冲击特性。彭国

勋［9］建立了多自由度产品包装弹簧‑质量‑阻尼离散

系统。Wang 等［10］引入多自由度产品离散线性包装

模型，建立了产品随机振动加速试验理论，并验证了

其有效性。由于缓冲包装材料大多服从非线性本构

关系，因此需要将该系统扩展到非线性领域。

笔者在研究产品包装件及考虑单个关键部件的

运输包装件加速度响应谱理论的基础上［11‑12］，将含

有多个关键部件耦合的运输包装件模型简化为多自

由度系统。一般来说，非结构型、非发泡型的植物纤

维材料服从正切型荷载‑变形关系［1］，且许多结构型

植物纤维缓冲包装材料在一定的变形范围内也遵循

正切型荷载‑变形关系［13］。因此，缓冲包装材料的正

切型刚度恢复力为系统非线性特征。笔者研究了随

机激励下多自由度产品包装正切型离散系统的动力

学响应特性，用数值模拟和理论分析相结合的方法

给出了系统的加速度响应；研究了系统参数及外界

激励对于复杂系统加速度响应的影响效应、关键部

件之间及关键部件与产品主体的耦合作用效应，分

析随机激励下运输包装动力学响应特性有更强的工

程价值，对于产品防护设计及优化设计具有很好的

指导价值。
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1 考虑多个关键部件的产品离散包装

动力学模型

产品由 n个部件组成，采用集中质量法将各关

键部件和产品主体均视为集中质量。含有多个关键

部件的产品包装件动力学模型如图 1 所示。其中：

m p、mi 分别为产品主体和第 i个关键部件的质量；

F ( δ )、ki分别为缓冲包装材料的刚度恢复力以及第 i
个关键部件与产品连接部的刚度；cp、ci分别为产品主

体缓冲系统阻尼和第 i个关键部件连接部的阻尼；

y ( t )、xp ( t )、xi ( t )分别为随机振动的位移激励、产品主

体响应位移和第 i个关键部件的响应位移。

建立系统在位移激励下的运动微分方程为
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m p ẍ p = -cp( )ẋ p - ẏ + ∑
i= 1

n

ci( )ẋ i - ẋp -

F ( )x p - y + ∑
i= 1

n

ki( )xi - xp

mi ẍ i = -ci( )ẋ i - ẋp - ki ( xi - xp )

     （1）

令产品主体与外界激励的相对位移 δp = xp - y，

产品第 i个关键部件与产品位移之间的相对位移

δi= xi- xp ( i= 1，2，…，n )，则运动微分方程为
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δ̈p + 2ξpω p δ̇p -∑
i= 1

n

2ai ξiωi δ̇ i+F ( )δp /m p -

           ∑
i= 1

n

aiω 2
i δ i=w ( )t

δ̈ i+ 2ξiωi δ̇ i+ω 2
i δ i- 2ξpω p δ̇p +∑

i= 1

n

2ai ξiωi δ̇ i-

           F ( )δp /m p +∑
i= 1

n

aiω 2
i δ i= 0

（2）

其中：w ( t )= - ÿ，为振动的加速度激励（均值为 0 的

高斯白噪声信号）。

同时假设 kp /m p = ω 2
p，ki/mi = ω 2

i，mi/m p = ai，

cp / kpm p = 2ξp，ci/ kimi = 2ξi。其中：kp 为缓冲

包装材料初始线弹性阶段的刚度。

考虑正切型缓冲包装材料受压时，缓冲包装材

料正切型荷载‑位移关系如图 2 所示。

正切型刚度恢复力表示为

F ( δp ) = 2 kp lb

π tan πδp

2lb
 （3）

其中： lb 为材料的压缩极限位移。

由于关键部件连接部分特性，k1 与 c1 做线性化

假设。正切型刚度恢复力表征材料初始压缩变形呈

现线弹性，非线性变形和力的上升关系以及材料密

实化阶段的有限变形下力‑位移关系。考虑此缓冲

包装材料特性，多自由度正切型产品包装离散系统

的动力学方程为
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δ̈p + 2ξpω p δ̇p - ∑
i= 1

n

2ai ξiωi δ̇ i +
ω 2

p

β
tan ( )βδp -

          ∑
i= 1

n

aiω 2
i δ i = w ( )t

δ̈ i + 2ξiωi δ̇ i + ω 2
i δ i - 2ξpω p δ̇p + ∑

i= 1

n

2ai ξiωi δ̇ i -

           ω
2
p

β
tan ( )βδp + ∑

i= 1

n

aiω 2
i δ i = 0                         

（4）
其 中 ：ω 2

p = kp /m p，为 缓 冲 系 统 的 频 率 参 数 ；β=
π/2lb，为系统的正切型特征参数。

2 多自由度产品离散包装系统加速度

响应谱近似解理论

2.1　多自由度产品离散包装系统加速度响应谱近似解

多自由度产品离散包装系统加速度响应谱近似

解建立步骤如下。

1） 系统的非线性成分主要存在正切型恢复力

中，引入等效刚度 a e，根据等效系统与原始系统差最

小原理［14］，得到

a eω 2
p =

E
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úδp ( )ω 2

p

β
tan ( )βδp

E [ δ 2
p ]

（5）

图 1　n+ 1 个自由度非线性离散产品包装系统简化模型

Fig.1　Simplified model of nonlinear discrete product packag‑
ing system with n+ 1 degrees of freedom

图 2　缓冲包装材料正切型荷载-位移关系

Fig.2　Tangential load-displacement relation of cushion pack‑
aging material
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在此条件下，原动力学方程转换为等效化线性系统
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δ̈p + 2ξpω p δ̇p - ∑
i= 1

n

2ai ξiωi δ̇ i + a eω 2
pδp -

          ∑
i= 1

n

aiω 2
i δ i = w ( )t

δ̈ i + 2ξiωi δ̇ i + ω 2
i δ i - 2ξpω p δ̇p + ∑

i= 1

n

2ai ξiωi δ̇ i -

          a eω 2
pδp + ∑

i= 1

n

aiω 2
i δ i = 0

（6）
结合正切函数的泰勒展开式，得到

tan ( βδp )= βδp + ( βδp )3

3 + 2( βδp )5

15 + 17( βδp )7

315  （7）

由式（5）和式（7）可得

a e = 1 + β 2m 4000

3m 2000
（8）

其中：m2000和m4000为第二阶和第四阶累积量。

由于高阶累积量较小，故可忽略高于 4 阶以上

的累积量。

2） 令 X 1 = δp，X 2 = δ̇p，Xi = δi，Xi+ 1 = δ̇ i+ 1，

( i= 1，2，…，n )，得到伊藤方程［15］为
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dX 1 =X 2 dt

dX 2 = (-2ξpω pX 2 +∑
i= 1

n

2ai ξiωi Xi+ 1 +

)              ∑
i= 1

n

aiω 2
i X i- a eω 2

pX 1 + 2πK dB ( )t

dXi=Xi+ 1 dt

dXi+ 1 =é

ë
ê
êê
ê-∑

i= 1

n

( )1+ 2ai ξiωi Xi+ 1 -∑
i= 1

n

( )1+ ai ω 2
i X i+

ù
û
úúúú              2ξpω pX 2 + a eω 2

pX 1 dt

（9）
其中：ω ( t ) dt= 2πK dB ( t )；B ( t )为维纳过程。

3） 在伊藤方程两边同时乘以 X 1 ( t )和 Xi ( t )，并
做集合平均，得到
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dR 11( )τ
dτ = R 12( )τ

dR 12( )τ
dτ = -2ξpω pR 12( )τ + ∑

i= 1

n

2ai ξiωi R 1， i+ 1( )τ -

      a eω 2
pR 11( )τ + ∑

i= 1

n

aiω 2
i R 1i( )τ

dR 1i( )τ
dτ = R 1， i+ 1( )τ

dR 1， i+ 1( )τ
dτ = -∑

i= 1

n

( )1 + 2ai ξiωi R 1， i+ 1( )τ +

      2ξpω pR 12( )τ + a eω 2
pR 11( )τ - ∑

i= 1

n

( )1 + ai ω 2
i R 1i( )τ

（10）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

dR 1i( )τ
dτ = R 2i( )τ

dR 2i( )τ
dτ = -2ξpω pR 2i( )τ + ∑

i= 1

n

2ai ξiωi Ri，i+ 1( )τ -

        a eω 2
pR 1i( )τ + ∑

i= 1

n

aiω 2
i R ii( )τ

dRii( )τ
dτ = Ri，i+ 1( )τ

dRi，i+ 1( )τ
dτ = -∑

i= 1

n

( )1 + 2ai ξiωi Ri， i+ 1( )τ +

        2ξpω pR 2i( )τ + a eω 2
pR 1i( )τ - ∑

i= 1

n

( )1 + ai ω 2
i R ii( )τ

( 11 )
4） 根据积分变换规则，转变为频域方程，即
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iωΦ 11( )ω - 1
π m 2000 = Φ 12( )ω

iωΦ 12( )ω - 1
π m 1100 = -2ξpω pΦ 12( )ω +

     ∑
i= 1

n

2ai ξiωi Φ 1，i+ 1( )ω - a eω 2
pΦ 11( )ω + ∑

i= 1

n

aiω 2
i Φ 1i( )ω

iωΦ 1i( )ω - 1
π m 1010 = Φ 1，i+ 1( )ω

iωΦ 1i( )ω - 1
π m 1001 = -∑

i= 1

n

( )1 + 2ai ξiωiΦ 1， i+ 1 ( )ω +

      2ξpω pΦ 12( )ω + a eω 2
pΦ 11( )ω - ∑

i= 1

n

( )1 + ai ω 2
i Φ 1i( )ω

（12）
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iωΦ 1i( )ω -1
π m 1010=Φ 2i( )ω

iωΦ 2i( )ω -1
π m 0110=-2ξpω pΦ 2i( )ω +

       ∑
i=1

n

2ai ξiωi Φ 1，i+1( )ω -a eω 2
pΦ 1i( )ω +∑

i=1

n

aiω 2
i Φ ii( )ω

iωΦii( )ω -1
π m 0020=Φi，i+1( )ω

iωΦi，i+1( )ω -1
π m 0011=-∑

i=1

n

( )1+2ai ξiωiΦi， i+1 ( )ω +

       2ξpω pΦ 23( )ω +a eω 2
pΦ 13( )ω -∑

i=1

n

( )1+ai Φii( )ω

（13）
上 述 公 式 中 的 多 阶 统 计 矩 mijkl =

E [ X i
1X j

2X k
i X l

i+ 1 ] ( i、k 取0、1、2；j、l 取0、1 )， 可 从

式（9）得到，再结合式（12）和（13），得到 Φ 11(ω ) 和
Φii(ω )，求解其实部函数，得到响应的谱描述。对实

数部分 ω简化并优化，其他参数赋具体值，以此获得

Φδ̈p δ̈p
(ω )和Φδ̈i δ̈i(ω )的加速度响应理论功率谱。多自

由度涉及方程较多，依据上述步骤利用 Mathematica
工具编程求解 n+1 个自由度系统一般形式的加速

度响应谱近似解。
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2.2　加速度响应谱理论的数值验证　

以 3+1 个自由度正切型运输包装系统为例，此

时系统动力学方程为式（6）（i= 3），即考虑系统具有

3 个关键部件和非线性缓冲系统的恢复力。假设

ω p = 30， ω 1 = 50， ω 2 = 60， ω 3 = 70，ai = 0.05，ξp =
0.05， ξi = 0.05，利用数值模拟方法得到 μ= 0，σ 2 =
0.1，S= 0，K= 3的高斯信号，依据理论谱求解步骤，

利用 Mathematica 工具编程得到 3+1 个自由度正切

型产品离散包装系统加速度响应理论谱。同时，获

取系统加速度响应数值解，利用 Matlab 数值模拟方

法生成高斯信号，采样间隔为 0.001 s，采样长度为

1 000 s，采用四阶龙格库塔算法［6］求解系统的响应数

值。获得所有时间分割点上的位移、速度和加速度

值，根据式（4）得到 ẍ i ( t )，利用 Pwelch 函数得到响应

数值。3+1 个自由度系统响应功率谱密度（power 
spectral density，简称 PSD）对比如图 3所示。可以看

出，各产品部件的加速度 PSD 数值解与理论解吻合

较好，从而佐证了理论与数值解的正确性。

2.3　系统加速度响应谱理论适用范围　

在包装随机振动过程中，采用加速度功率谱表

征运输物流过程的振动激励，很多路面道路振动加

速度功率谱幅值具有较小的量级，触发的产品包装

件位移响应也在一定的范围内，更多的是振动的往

复作用引起疲劳破损。所以在这样的情况下，产品

包装件的振动位移量并不是很大。此外，若 β取值

较小时，即弱非线性，能够较好满足式（7）的要求，即

( βδp )2 /3 ≪ 1，则 βδp ≫ ( βδp )3 /3，上述方法能得到比

较精确的解。等效参数 a e = 1 + β 2m 4000 /3m 2000，当

β 2m 4000 /3m 2000 ≪ 1时，同样可获得较为准确的解。

3 加速度响应谱参数

3.1　激励水平　

假设 ai = 1/20、 ξi = 0.05 有不同的等效刚度，

分别为 ω 2
1 = 2 500、 ω 2

2 = 3 600、ω 2
3 = 4 900。设缓冲

系统频率参数 ω 2
p = 900，正切型特征参数 β= 30。

激励水平对系统加速度响应影响如图 4 所示。

可见，随着激励水平的不断提高，产品主体及关

键部件加速度响应逐渐增强。同时，因为系统的非

线性刚度，即正切型硬弹簧作用，使 1 阶共振频率出

现向右偏移并逐渐变大；同一激励下，产品关键部件

响应比产品主体的响应大很多。由于关键部件与产

品主体连接系统具有不同的频率参数，因此使产品

主体触发了 4 阶共振，但后 3 阶响应远小于 1 阶响

应。关键部件与产品主体耦合效应使关键部件彼此

之间相互作用，关键部件除了有明显的 1 阶响应，有

时并未触发其他关键部件共振，但会在其他关键部

件连接系统频率参数范围内出现明显的扰动，随着

激励的增加，会出现共振，响应的峰坡度愈加明显。

3.2　系统响应对于缓冲材料特征参数的敏感性　

结合正切型刚度的特点，图 5 为不同 β的系统

加速度响应，显示了不同缓冲材料正切型特征参数

β（3， 135， 270）在激励等级 K=0.001 g 2 /Hz 下的响

应变化规律。

产品主体及关键部件的加速度 1 阶响应随着缓

冲材料特征参数的增大而逐渐变大，1 阶峰值点频

率呈现相同的变化规律，使得 1、2 阶响应峰值之间

带宽逐渐缩小。由于产品主体关键部件耦合因素触

发了 4 阶共振频率，因此产品关键部件易受 β的影

响，存在两阶明显受其影响、而其他关键部件的频率

附近仍会出现明显扰动的现象。

图 3　3+1 个自由度系统响应功率谱密度对比

Fig.3　Comparison of PSD of 3+1 degrees of freedom sys‑
tem responses

图 4 激励水平对系统加速度响应影响

Fig.4　Influence of excitation levels on system acceleration re‑
sponses
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对于正切型缓冲材料而言，在产品质量一定的

情况下，缓冲系统频率参数 ω p 增大，代表着初始线

弹性刚度 kp 增大，lb 减小，特征参数 β增大，缓冲材

料特征参数对于系统响应的作用十分明显，且 kp 和

β对于响应的影响规律相同。 kp 增大，意味着缓冲

材料对相同变形量产生了更大的缓冲力，缓冲效果

愈加明显，更软的缓冲材料使产品主体和关键部件

的加速度响应快速下降。同时，整个系统的 1、2 阶

共振频率进一步增大，使产品主体和关键部件的共

振区域向相对高频区域漂移。

3.3　关键部件与产品质量比　

假设 β= 30、K= 0.001 g 2 /Hz，图 6 为质量比变

化下系统的加速度响应。

多个具有相同质量的关键部件的参数同时变

化，对于系统的产品及每个关键部件加速度响应影

响结果与单个质量比变化大致相同。质量比的变化

发挥了一阶调谐和调频带宽的作用，能够有效降低

系统响应峰值频率范围，起到调整峰值的作用。

3.4　缓冲系统频率参数　

缓冲系统频率参数重点考察了产品主体及关键

部件加速度响应对于缓冲系统频率参数的敏感性，

令关键部件与产品的质量比为 1/20，其他参数保持

不变，仅使缓冲系统频率参数发生变化，此时不同缓

冲系统频率系数的系统加速度响应如图 7 所示。

可以看出，缓冲系统频率参数能够有效调整系

统响应频带，固定其他参数，系统 1 阶响应由缓冲系

统频率参数主导，其他响应受关键部件连接系统的

频率参数控制，当 ω p /ωi接近 1，最接近红色点划线

所示的关键部件连接系统频率参数，第 i个关键部

件响应最大，可以从两自由度问题找到相似结论。

ω p 对系统各阶响应峰值点影响较为规律，随着 ω p 增

加，正切型系统 1 阶共振处响应峰值点频率向右偏

移并逐渐减小，响应频带不断变窄。

3.5　系统阻尼比　

假定正切型缓冲系统频率参数 ω 2
p = 900，其他

参数相同，图 8 为不同缓冲系统阻尼比的系统加速

度响应。可见，ξp 增大使系统 1 阶响应逐渐变小，高

频处 3、4 阶响应反而增大，但 3、4 阶响应远小于前两

阶响应，体现出缓冲材料对于减少系统对应频率处

响应以及包装减振设计十分重要。

图 6 质量比变化下系统的加速度响应

Fig.6　System acceleration responses under various mass ra‑
tios

图 7 不同缓冲系统频率参数的系统加速度响应

Fig.7　Acceleration responses of the system with different fre‑
quency parameters of cushion system

图 5　不同 β的系统加速度响应

Fig.5　System acceleration responses for various β
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4 结  论

1） 随着激励水平的不断提高，产品主体及关键
部件加速度响应逐渐增强，外界激励强度的提升更
易引发系统正切型硬弹簧作用，引起系统加速度一
阶响应峰值点逐渐增大。

2） 系统一阶峰值点频率呈现相同的变化规律，
使得 1、2 阶响应峰值点频率带宽逐渐变小。产品关
键部件响应二阶共振处峰值对正切型特征参数 β呈
现规律变化，而在其他关键部件的频率附近仍然会
出现明显的扰动现象。

3） 系统的关键部件与产品的质量比、阻尼比均
是响应的敏感参数，质量比起到调谐调频的作用，能
够有效地降低产品主体、其自身及其他关键部件响
应（会在缓冲及连接系统的频率附近发生明显的扰
动）峰值频率范围。缓冲系统阻尼比能够有效控制
系统的加速度响应。
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图 8　不同缓冲系统阻尼比的系统加速度响应

Fig.8　System acceleration responses for various damping ra‑
tios of cushion system
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