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摘要  针对高精度的微小转动惯量测量需求，提出基于非接触式电磁恒力的扭摆式转动惯量测量方法，并研制了相

应的测量装置。首先，通过引入无摩擦弹性部件、设计涡流阻尼器以及高精度系统响应采集，研制了一种扭摆式转

动惯量测量系统；其次，深入分析了测量装置在恒力作用下的系统响应极值特性，实现了扭转刚度系数和阻尼比的

高精度识别，建立了转动惯量与恒力以及极值特性之间的数学模型，有效解决了阻尼对转动惯量测量的影响；然后，

针对实际测量所需的高精度恒力，提出了一种线圈与永磁铁组合型电磁力源，并通过高精度电子天平和最小二乘法

拟合获得了其电磁力驱动方程；最后，对所提出方法的有效性和高精度进行了实验验证。通过对测量装置在空载和

搭载条件下分别多次施加相同恒力和不同恒力，结合转动惯量叠加原理获得了待测件的转动惯量，并将测量值与理

论值进行比较，获得的相对误差分别为 1.643% 和 1.529%。
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引  言

转动惯量是经典力学中刚体绕轴转动时惯性的

量度，是研究刚体旋转运动、掌握刚体三维运动规律

的重要参数。目前，确定物体转动惯量的方法大致

分为 2 类：①理论计算方法；②实验测量方法。理论

计算方法使用方便简单、成本较低，适用于质量分布

均匀且几何形状简单的情况，对于实践工程中形状

和构造复杂的被测体则需要采用实验测量方法进行

间接测量。常用的实验测量方法包括扭摆法、线摆

法、复摆法以及落体法［1‑2］。这些方法各有优劣，扭

摆法因其具有高精度、高承载以及使用方便等优点，

是目前工程上应用最为广泛的方法。传统的扭摆测

量方法受到各种摩擦力、阻尼力等干扰因素的影响，

难以用于微小转动惯量的高精度测量［3］。孔玥［4］基

于空气阻尼比测量误差补偿算法，实现了测量结果

的修正，提高了测量精度，并对非线性效应削弱方

法［5］和大型被测物体转动惯量的高精度测量［6］进行

了分析研究。Zhang 等［7］通过机器视觉原理记录扭

振运动的方法，降低了轴承摩擦阻尼的影响。文

献［8‑9］采用空气轴承减小摩擦力的影响，基于复摆

法实现了微小转动惯量的测量。此外，精密气浮技

术、磁悬浮技术以及真空技术也被用来克服摩擦阻

力、空气阻力的影响［10‑12］，但这些技术要求高、价格

昂贵且使用复杂。目前，在转动惯量测量方法建立

和设备研制等方面取得了丰硕的成果，但摩擦力、阻

尼力的影响仍不可忽视，尤其是微小物体转动惯量

检测误差严重超标［13］。

笔者通过引入无摩擦、无黏滞、低温漂且具有恒

定刚度系数的挠性枢轴，研制了一种扭摆测量装置，

有效削弱了干摩擦力、时变恢复力以及温度变化所

引起的非线性效应。此外，对扭摆系统的摆臂进行

了轻量化设计，降低了测量系统空载转动惯量，为微

小转动惯量的高精度识别奠定了基础。针对所研制

的扭摆测量系统，笔者基于动力学理论，深入分析了

恒力作用下的系统响应极值特性，建立了扭转刚度

系数、阻尼比以及转动惯量与响应极值特性之间的

关系，实现了系统参数的高精度识别，并基于叠加原

理获得了待测物体的转动惯量测量。笔者基于电磁

力法研制了一种永磁体与线圈组合型电磁力源，为

测量提供所需的高精度标准恒力。恒力作用下的扭

摆系统响应选用具有较高采样频率的激光位移传感

器，以实现系统响应的高精度获取。

1 扭摆测量装置及测量原理

1.1　装置组成　

笔者研制的扭摆式转动惯量测量装置如图 1 所
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示，主要由标准力源、系统响应采集部件、阻尼部件、

弹性部件、惯性部件、限位器和支撑件等部件组成。

采用非接触式电磁力源作为标准力源，该力源由通

电线圈和力源极板组成，为测量装置施加标准阶跃

恒力。系统响应采集部件采用非接触式位移传感

器，本研究采用激光位移传感器实现系统响应的实

时采集。采用涡流阻尼器作为阻尼部件，为扭摆测

量系统提供对应的阻尼力或阻尼系数，该阻尼器由

一对永磁铁和铜制阻尼片组成，可加快扭摆测量系

统进入平衡态，缩短暂态过程。弹性部件由 2个无摩

擦挠性枢轴组成，为扭摆测量系统提供恢复力，在小

角度工况下，其提供的扭转刚度系数可视为常数。

此外，所用枢轴具有无摩擦、无黏滞、高承载、低温漂

以及免维护等特性。在空载工况下，惯性部件主要

包括摆臂、载物台、力源极板和阻尼片，是测量系统

空载工况下转动惯量的主要组成部分，对摆臂进行

轻量化镂空设计有利于实现微小转动惯量的测量。

附属部件主要由限位器、支撑架、位移台以及底座组

成，限位器可以防止扭摆系统响应过大，有效保护测

量装置的弹性部件和系统响应采集部件。支撑架和

底座主要用来提高扭摆系统的稳定性和系统性。

1.2　扭摆系统响应　

扭摆测量系统在恒力 F作用下，其系统动力学

原理示意图如图 2 所示。根据动量矩定理可知扭摆

系统的振动方程为

Jθ̈+ cθ̇+ kθ= FL f （1）
其中：c为扭摆系统的阻尼系数；-cθ̇为阻尼产生的

力矩；k为弹性部件对应的扭转刚度系数；-kθ为扭

转刚度系数对应的恢复力矩；J为扭摆系统的转动

惯量；-Jθ̈为转动惯量对应的惯性力矩；Lf为力臂；

FLf为外力矩。

将式（1）两侧均除以 J，得到阻尼强迫振动的标

准形式为

θ̈+ 2ζω n θ̇+ ω 2
nθ= FLf

J
（2）

其中：ω n 为扭摆系统的固有频率，ω n = k/j；ζ为系

统的阻尼比，ζ= c/( 2 Jk )，是表征阻尼强弱的系

数，为无量纲量。

直接采集扭摆系统的扭转角 θ较为困难，利用位

移传感器可以方便获取系统响应的线位移 x。利用

几何关系将角位移响应转化为线位移响应，当扭转

角 θ≤5°时，线位移 x和角位移 θ之间的近似关系式为

θ≈ tan θ= x/L s （3）
其中：Ls为测量臂。

式（2）可改写为

ẍ+ 2ζω n ẋ+ ω 2
n x= FL fL s /J （4）

图 3 为标准恒力作用下的系统响应。假设系统

初始时刻的速度和位移均为 0，得到欠阻尼（ζ< 1）
状态下的系统响应表达式为

x ( t ) = FL sL f

k (1 - 1
1 - ζ 2

e-ζωn t sin (ω d t+ φ ) ) （5）

其中：ω d = ω n 1 - ζ 2 ；tan φ=
1 - ξ 2

ξ
。

当 t→ ∞ 时，扭摆系统趋于稳定，相应的稳态响

应为

x∞ = lim
t→ ∞

x ( t ) = FL sL f

k
（6）

对式（5）求导，令扭摆系统的速度为 0，即

ẋ ( t ) = FL sL f e-ζωn t

Jω d
sin (ω d t ) = 0 （7）

获得系统响应的极值点时刻 tMi为

tMi = iπ/ω d = iπ/(ω n 1 - ξ 2 ) ( i= 1，2，…)  （8）

图 1　扭摆式转动惯量测量装置

Fig.1　The torsional device for measuring moment of inertia

图 2　扭摆测量系统动力学原理示意图

Fig.2　Dynamic principle of the torsion pendulum system

图 3　标准恒力作用下的系统响应

Fig.3　The system response for a standard constant force
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如图 3 所示，由于阻尼的影响，振动逐渐衰减至

稳态，因此第 1 个极值即为系统响应的最大值。将

第 1 个极值点时刻 tM1 = π/ω d 代入式（5），得到系统

响应的最大值为

x ( tM1 ) = FL sL f

k (1 + e
- πξ

1 - ξ 2 ) （9）

1.3　转动惯量测量原理　

根据 ω n = k J 和 ω d = ω n 1 - ζ 2 ，可得系统

的转动惯量为

J= k ω 2
n = kT 2( )1 - ζ 2 4π2 （10）

由式（10）可知，为了测得所需的转动惯量，需要

获得扭摆的振动周期 T、扭转刚度系数 k以及阻尼比

ζ。振动周期 T可由系统响应相邻极值时间差确定。

1.3.1　确定扭转刚度系数 k　
通过对扭摆系统施加已知的标准力 F，利用位

移传感器测得系统的稳态响应 x∞，根据式（6）可获

得系统的扭转刚度系数为

k= FL sL f

x∞
（11）

1.3.2　确定阻尼比 ζ　
基于系统响应的衰减特性，通过系统响应的最

大值和稳态值即可获得系统的阻尼比大小。将

式（6）代入式（9），可得

x ( tM1 ) = x∞ (1 + e
- πξ

1 - ξ 2 ) （12）

整理后得到系统的阻尼比为

ζ=
|| ln a

( )ln a 2 + π2
= 1

1 + ( )π ln a 2
（13）

其中：a= x ( )tM1 - x∞

x∞
。

1.3.3　确定转动惯量　

将式（11）、（13）代入式（10），可得

J= FL sL fT 2

4x∞ ( )( )ln a 2 + π2
（14）

根据式（14）可知，通过对扭摆系统施加大小已

知的阶跃恒力 F，并利用位移传感器测得扭摆系统

响应对应的最大值 x ( tM1 )、稳态值 x∞ 以及振动周期

T，即可获得系统的转动惯量。

图 4 为转动惯量测量原理流程图。假设空载工

况下扭摆系统的转动惯量为 J0，负载状态下的转动

惯量为 J1，根据叠加原理得到待测物体的转动惯

量 Ju 为

Ju = J1 - J0 （15）

由于实际测量的系统响应不可避免地耦合有测

量噪声，因此对系统响应进行平滑降噪处理后，可以

获得其最大值及所需的极值点时刻，而稳态值响应

和振动周期则可通过多组数据求平均后获得，以降

低随机误差带来的影响。值得注意的是，笔者所提

出方法有效解决了外界阻尼对测量结果的影响，且

测量装置空载时的转动惯量只需要确定一次。

2 电磁力源标定

基于转动惯量测量原理可知，恒力的稳定性、精

确性及重复性会对转动惯量的测量结果产生重要影

响。目前，常用于产生标定力的方法有重力法、静电

力法以及电磁力法［14］。重力法通常是利用重量已知

的物体来提供所需的标定力，该方法往往受到滑轮

摩擦、绳索伸缩等因素的影响。静电力法利用平行

极板间异性电荷产生所需的静电力，该方法可以产

生宽范围的标定力，但需要加载较高的电压。相比

而言，电磁力法不仅可以避免线路连接带来的干扰，

而且使用方便。笔者研制了一种由永磁铁和通电线

圈组成的电磁力源，其电磁力 F e 由载流导体在磁场

中所受的安培力提供，理论表达式为

F e = 2πNBRI （16）
其中：N为线圈匝数；B为磁场强度；R为线圈半径；

I为线圈电流。

在线圈和永磁铁给定且两者相对位置保持不变

图 4　转动惯量测量原理流程图

Fig.4　Flowchart of the measurement principle of moment of 
inertia
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的前提下，式（16）中的变量 N、B、R会随之确定，从

而可知电磁力与输入电流之间存在良好的线性关

系。在实际工程中，由于永磁铁的磁场分布具有不

均匀特性，其磁场强度难以解析求得，因此采用实验

称重法获取高精度电磁力，即利用高精度电子天平

称量获得电磁力的大小。

图 5 为电磁力测量装置示意图及其实物图。电

磁力称量装置连接示意图如图 5（a）所示。将永磁

铁置于非导磁支撑上部，使其远离电子天平，从而降

低其磁场对电子天平的影响。线圈安装在连接杆的

底端，置于永磁铁的正上方，并通过位移台进行同轴

设置，确保线圈的下表面与磁铁上表面共面。

图 6 为线圈与永磁铁相对位置设置示意图。具

体操作如下：①如图 6（a）所示，确保线圈和永磁铁

在 xy平面内的投影有交集；②调节线圈在 z方向的

位置，当电子天平示数突然发生显著变化时，则可确

定线圈下表面已与永磁铁上表面发生接触，说明两

表面已完成共面设置，此时记录 z方向位移台的位

置为 dz；③确定线圈在 y方向的位置，调节线圈在 x
方向的位置，将永磁铁与线圈内切接触（如图 6（b）
虚线所示），此时记录 y方向位移台位置为 dy1，再调

节线圈在 y方向的位置，当永磁铁与线圈再次发生

内切接触时（如图 6（b）点划线所示），记录 y方向位

移台位置为 dy2，然后将 y方向位移台位置调节为

（dy1+dy2）/2（如图 6（b）实线所示），即完成线圈在 y
方向设置；④基于相同的操作，确定线圈在 x方向位

置，调节线圈在 x方向位置，使永磁铁与线圈内切接

触，此时记录 x方向位移台位置为 dx1（如图 6（c）虚

线所示），再反方向调节线圈在 x方向位置，当永磁

铁与线圈再次发生内切接触时，记录 x方向位移台

位置为 dx2（如图 6（c）点划线所示），然后将 x方向位

移台位置调节为（dx1+dx2）/2（如图 6（c）实线所示），

即完成线圈在 x方向设置。至此，线圈和永磁铁完

成同轴设置，线圈最终位置为［（dx1+dx2）/2，（dy1+
dy2）/2，dz］。利用直流电源对线圈通电后，电子天平

示数会发生改变，将改变量乘以重力加速度 g，即可

获得所需的电磁力大小。图 5（b）为电磁力测量装

置实物图。实验设备及其性能参数如表 1 所示。

利用直流电源对线圈依次施加 28 个大小不同

的电流值。为了降低随机误差的影响，将每个电流

值对应的电磁力记录 5 次，并以电流从小到大顺序

及反向顺序各测量 1 次以减小迟滞性误差的影响，

共测量 28×5×2=280 个数据点。电磁力与电流之

间的拟合曲线及其标准残差如图 7 所示。

利用最小二乘法对测量数据进行线性拟合，得

到电磁力驱动表达式为

F e = 34.931 92I- 0.000 819 （17）
从图 7 可以看出：①电磁力法产生的标定力与

电流具有较高的线性度，拟合相关系数极接近于 1；
②测量数据对应的误差棒几乎为 0，表明测量数据

的重复性较好；③95% 的标准残差均匀落在-2~2
之间，且随机分布在 0 附近，这说明采用的拟合数学

模型正确，且拟合标准差较小、置信度较高；④笔者

提出的电磁力产生装置可提供 0~35 mN 范围的标

准恒力。

图 5 电磁力测量装置示意图及其实物图

Fig.5　Schematic and actual experimental setup for electro‑
magnetic force measurement

图 6　线圈与永磁铁相对位置设置示意图

Fig.6　Schematic of the relative position between the coil and 
the permanent magnet

表 1　实验设备及其性能参数

Tab.1　Experimental equipment and their performance 
parameters

实验设备

电子天平

（MS204TS）

位移台

线圈

永磁铁(NdFe35)
直流电源(E36313A)

性能参数

量程：220 g；可读性：0.1 mg；
重复性：0.08 mg；线性度：0.06 mg；

典型稳定时间：2 s
行程：2.5 cm；分辨率：0.01 mm
内径：30 mm；高度：30 mm；

匝数：150；线径：0.6 mm
直径：9.96 mm；高度：3.03 mm

分辨率：1 mA
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3 转动惯量实验测量

图 8为笔者研制的扭摆式转动惯量测量装置实物

图。装置本体和载物台均采用 7075型航空铝合金加

工而成。选用 2个 Riverhawk 5020‑800型挠性枢轴作

为测量装置的弹性部件，每个枢轴对应的扭转刚度系

数为 0.191 N ⋅ m rad。系统响应采集部件选用 op‑
toNCDT2300型激光位移传感器，其量程为 2 mm、分

辨率为 30 nm、采样频率为 20 kHz，可以实现系统响应

的实时记录，将已标定好的电磁力源安装在测量系

统。为了避免线路的拖曳影响，将永磁铁安装在摆臂

上，通电线圈安装在永磁铁的正对面，并利用位移台

调整二者的相对位置关系，以确保二者在电磁力标定

时的相对位置与进行转动惯量测量时的相对位置一

致，以便获得高精度的标准恒力。此外，通过控制通

电线圈的输入电流以产生较小的电磁力，从而保证扭

摆测量系统具有较小的稳态响应，降低电磁力随相对

位置改变所产生的影响。制作待测件的材料为 7075
型铝合金，密度为 2 830 kg/m3，其包含 1个长方体和 1
个圆柱体。实测获得长方体的长、宽、高分别为

299.60、40.07 和 9.80 mm，圆柱体的高为 20.06 mm、

直径为 35.02 mm。计算得到待测件绕中心轴的转动

惯量 Ju为 2.542 6×10-3 kg·m2。

3.1　多次施加相同恒力　

恒力作用下的系统响应如图 9 所示。首先，测

量空载工况下的系统转动惯量，通过直流电源对线

圈施加 0.05 A 电流，相应的恒力为 1 723.665 μN，重

复施加、卸载 6 次，利用激光位移传感器测得恒力作

图 9　恒力作用下的系统响应

Fig.9　The system responses under constant forces

图 7　电磁力与电流之间的拟合曲线及其标准残差

Fig.7　The linear fit and standardized residuals between elec‑
tromagnetic force and applied current

图 8　扭摆式转动惯量测量装置实物图

Fig.8　Physical diagram of torsional rotational inertia measur‑
ing device
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用下空载工况对应的扭摆系统响应如图 9（a）所示，

并基于系统响应特性和式（14），获得每施加一次恒

力所对应的转动惯量。多组相同恒力作用下测得的

待测物体转动惯量如表 2 所示。

其次，在确保待测件中轴线与载物台中轴线平

行后，同样施加、卸载 6 次上述恒力，测得搭载工况

下的系统响应如图 9（b）所示。

最后，根据式（15）得到待测物体的 6 组转动惯

量，计算获得其均值

J u 和标准差分别为 2.503 7×

10-3 和 1.325 1×10-5，从而获得测量均值与理论值

之间的相对误差为

e J =
|| J u - Ju

Ju
× 100% = 1.529% （18）

3.2　多次施加不同恒力　

通过施加多组不同恒力测量转动惯量，以评估

所研制的电磁标定力源对测量结果的影响。通过直

流电源对线圈依次施加 0.02、0.03、0.04、0.05、0.06

和 0.07 A 共 6 种电流，测得扭摆系统在空载和搭载

2 种 工 况 下 由 不 同 恒 力 所 产 生 的 系 统 响 应 ，如

图 9（c）、（d）所示。根据测得系统响应和所提出方

法计算得到每种外力对应的转动惯量如表 3 所示，

从而得到待测物体的转动惯量均值

J u 和标准差分

别为 2.500 8×10-3和 3.229 4×10-5。基于式（18）获

得该均值与理论值之间的相对误差为 1.643%。与

施加多组相同恒力所得转动惯量相比，两者的均值

几乎一致。施加多组不同恒力对应的标准差稍大一

些，是由于在不同恒力作用下，扭摆系统的系统响应

不同，导致电磁力源的线圈与永磁铁之间的相对位

置发生不同程度的改变，使实际电磁恒力发生了微

弱变化，而在系统响应较小的情况下，相对位置改变

所引起的电磁力变化对测量结果的影响可以忽略不

计，因此所施加的电磁力可近似为恒力。

由测量结果分析可知，无论是施加多次相同恒

力，还是多次施加不同恒力，本研究方法所得的转动

惯量均具有较高的测量精度和良好的重复性，测量

误差小于 2%，而相应的标准差较小。

4 结   论

1） 提出了一种扭摆式转动惯量测量装置，其弹

性部件采用无摩擦、无黏滞、低温漂且具有恒定扭转

刚度系数的挠性枢轴，有效削弱了干摩擦力、时变恢

复力以及温度变化引起的非线性效应，有助于实现

待测物体转动惯量的高精度测量。

2） 分析了恒力作用下的系统响应极值特性，建

立了扭转刚度系数、阻尼比以及转动惯量与响应极

值之间的关系，有效消除了阻尼对测量结果的影响，

实现了扭摆测量系统参数的高精度识别。

表 2　多组相同恒力作用下测得的待测物体转动惯量

Tab.2　The moment of inertia of the object to be measured is determined by applying a constant force in multiple groups

次数

1
2
3
4
5
6

I/A
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

外力/μN
1 723.665
1 723.665
1 723.665
1 723.665
1 723.665
1 723.665

J0 /(kg·m2)
3.798 2×10-3

3.802 2×10-3

3.803 9×10-3

3.814 1×10-3

3.806 3×10-3

3.801 3×10-3

J1 /(kg·m2)
6.288 8×10-3

6.298 7×10-3

6.314 1×10-3

6.325 8×10-3

6.296 6×10-3

6.324 2×10-3

Ju /(kg·m2)
2.490 6×10-3

2.496 5×10-3

2.510 2×10-3

2.511 7×10-3

2.490 3×10-3

2.522 9×10-3

表 3　多组不同恒力作用下测得的待测物体转动惯量

Tab.3　The moment of inertia of the object to be measured is determined by applying the different constant forces

次数

1
2
3
4
5
6

I/A
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07

外力/μN
664.146

1 017.319
1 370.492
1 723.665
2 076.838
2 430.011

J0/ (kg·m2)
3.732 3×10-3

3.787 1×10-3

3.794 0×10-3

3.808 3×10-3

3.802 9×10-3

3.798 4×10-3

J1 /(kg·m2)
6.273 5×10-3

6.241 9×10-3

6.304 1×10-3

6.288 6×10-3

6.291 8×10-3

6.327 8×10-3

Ju /(kg·m2)
2.541 2×10-3

2.454 8×10-3

2.510 1×10-3

2.480 3×10-3

2.488 9×10-3

2.529 4×10-3

46



第  1 期 崔海超，等：基于电磁恒力的扭摆式转动惯量测量方法

3） 基于电磁力法研制了一种永磁体与线圈组

合型电磁力源，通过高精度电子天平称重法和最小

二乘拟合法获得了电磁恒力驱动方程，为测量转动

惯量提供所需的高精度标准恒力。

4） 对研制的扭摆式测量装置多次施加相同恒力

和不同恒力，并利用所提出方法实现了待测件转动

惯量的高精度测量，得到的相对误差分别为 1.643%
和 1.529%，且标准差较小，分别为 1.325 1×10-5 和

3.229 4×10-5。

5） 本研究方法不仅操作方便，适用于远程操

作，还具有良好的通用性和拓展型，通过对扭摆测量

装置空载工况下转动惯量的设计，可以实现任意量

级转动惯量的高精度测量。此外，提出的电磁恒力

转动惯量测量方法不仅适用于扭摆型测量系统，还

可用于多线摆和复摆等类型的测量装置。
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