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摘要  针对覆冰输电导线舞动问题，基于概率密度演化法，提出了一种覆冰输电导线起舞概率分析方法。首先，建

立了基于临界风速的覆冰输电导线起舞功能函数，结合具有 3 个平动自由度与 1 个扭转自由度的三结点索单元的有

限元模型与李雅普诺夫稳定性定理，求解了覆冰输电导线起舞临界风速；其次，基于概率密度演化法，发展了一种覆

冰输电导线起舞概率评估框架，并进行覆冰输电导线起舞概率的计算与分析；最后，获得了某单跨覆冰导线算例的

起舞概率并进行了参数分析。分析结果表明：本研究方法可准确计算该单跨输电导线的起舞概率，在计算效率上相

比拉丁超立方抽样⁃蒙特卡洛模拟法（Latin hypercube sampling⁃Monte Carlo simulation，简称 LHS⁃MCS）具有显著优

势；档距、初始水平张力与初始风攻角对该单跨输电导线的起舞概率影响较大。
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引  言

输电线路受自身结构以及所在地气象条件等因

素的影响，在覆冰后会发生一种低频自激振动，该现

象称为舞动［1］。输电线路发生舞动具有破坏作用，如

金具、绝缘子损坏会使导线之间相互接触，严重时会

导致断线、倒塔等灾害，从而导致电力供应中断［2］。

对于覆冰输电导线舞动机理的研究，文献［3］提

出垂直运动舞动理论。Nigol 等［4⁃5］提出了扭转舞动

理论。Yu 等［6⁃7］考虑了导线失稳过程中的偏心耦合

作用。一些学者研究了同时考虑竖向和扭转运

动［8⁃9］以及同时考虑竖向和侧向运动［10］的 2 自由度模

型。Desai等［11］通过有限元理论，提出了采用三结点

等参索单元建立结点 3 自由度模型的舞动分析方

法。晏致涛等［12］提出了基于三结点 6 自由度空间曲

梁模型分析覆冰输电导线舞动问题的方法。楼文娟

等［13⁃14］基于风洞试验测定了不同攻角下输电导线的

起舞风速，提出了舞动稳定性判别条件。

由于覆冰输电导线结构自身及外部环境的随机

性，导致输电导线的响应也具有随机性，所以针对输

电 导 线 舞 动 问 题 采 用 概 率 评 估 方 法 更 为 合 理 。

Wang 等［15］基于概率密度演化法，研究了同时考虑

舞动导致的力学失效模式与电气功能失效模式的多

相导线舞动整体可靠性。目前，针对覆冰输电舞动

问题中的导线起舞概率评估的相关研究鲜有涉及。

笔者在具有 3 个平动自由度与 1 个扭转自由度

的三结点覆冰输电导线有限元模型的基础上，通过

考虑覆冰输电导线自身结构与所处风场的不确定

性，提出了一种覆冰输电导线起舞概率分析方法，并

通过概率密度演化法评估了一跨覆冰单输电导线的

起舞概率。

1 覆冰输电导线有限元模型

输电导线为柔性结构，在重力及覆冰作用下形

状近似为抛物线。笔者采用 3 个平动自由度与 1 个

扭转自由度的三结点索单元［11］模拟覆冰单导线。覆

冰输电导线有限元模型如图 1 所示。其中：X、V与

L分别为导线切线方向、竖向与侧向坐标轴；S为导

线形心线方向的局部坐标轴。

图 1　覆冰输电导线有限元模型

Fig.1　Finite element model of ice-covered transmission line
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根据更新的 Lagrange 方程，覆冰导线舞动方

程为

Mq̈+ Cq̇+ Kq= F air （1）
其中：q、q̇与 q̈分别为导线系统位移、速度与加速度

向量；M、C、K和 Fair分别为系统质量、阻尼、刚度矩

阵与舞动气动力向量。

覆冰偏心作用下的导线单元质量矩阵Me为

M e =∫
0
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N T μNdS （2）
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其中：ρ为导线密度；SV为 V轴方向的静矩；SL为 L
轴方向的静矩；le为单元的长度；A为裸导线横截面

积；J为极惯性矩；下标 e 表示单元；N 为形函数

矩阵［11］。

导线单元刚度矩阵Ke为

K e = ( K lin
e + K non

e + K ice
e ) （4）

其中：K lin
e 为单元线性刚度矩阵。

K lin
e 的表达式为

K lin
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0
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其 中 ：E 为 弹 性 模 量 ；Λ 0 为 剪 切 模 量 ；B=
{B 1 B 2 B 3 }。
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其中：（x1，v1，l1）为单元上任意一点切线方向（X）、竖

向（V）和侧向（L）的坐标值；Nk 为形函数矩阵组成

部分［11］；k=1，2，3。
K non

e 为覆冰导线单元非线性刚度矩阵，即

K non
e =∫

0

le

OTTOdS （7）

其中：O为矩阵，由插值函数、应变增量推导得到［11］；

T为轴向力。

K ice
e 为单元覆冰刚度矩阵，表达式为

K ice
e = -gρ∫

0

le

N T diag ( 0 0 0 SV )NdS （8）

其中：g为重力加速度；diag 表示对角矩阵。

第w阶振型对应的广义阻尼矩阵 Cw表示为

Cw = 2ξwωwMw （9）
其中：ξw为第 w阶振型对应的阻尼比；ωw为第 w阶

振型的自振频率；Mw为第w阶振型对应的广义质量

矩阵。

覆冰导线单元舞动气动力向量 Fe，air为

F e，air = [F 1
e F 2

e F 3
e ] T

（10）
F j

e = [ 0 F j
lif ( α ) F j

dra ( α ) M j
mom ( α ) ] （11）

其中：F j
lif、F j

dra 和M j
mom 分别为导线单元上第 j结点的

升力、阻力和扭矩；α为风攻角。

2 覆冰导线起舞功能函数的建立

2.1　覆冰导线起舞功能函数　

覆冰输电导线起舞临界风速等于导线所在高度

处极值风速，即为发生舞动的极限状态。起舞功能

函数 Z表示为

Z= η1V cr ( X 1，X 2，⋯，Xl )- η2V b （12）
其中：η1 为风速修正系数；Vcr （X1，X2，…，Xl）为起舞

临界风速；（X1，X2，…，Xl）表示影响Vcr的随机变量；

η2 为考虑风速脉动及水平相关性影响的阵风因子；

V b 为覆冰输电导线所处高度的 10 min 平均年最大

风速；η1Vcr为结构抗力；η2Vb为荷载作用效应。

2.2　舞动临界风速模型　

输电线路舞动研究通常是在基于静态风荷载下

的 初 始 平 衡 位 置 处 开 展 。 笔 者 基 于

Newton⁃Raphson 迭代法，得到了给定风速下的导线

初始平衡位置［16］，并对覆冰导线结构特性矩阵进行

更新。舞动作为典型的气动失稳现象，可根据李雅

普诺夫稳定性定理判断稳定性。根据更新初始平衡

位置后的舞动有限元模型可推导出

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

Mq̈+ C 1 q̇+ K 1q= 0
C 1 = C+ C u

K 1 = K+ K u

（13）

其中：Cu 和 Ku 分别为气动阻尼矩阵与气动刚度矩

阵，由舞动气动力向量 Fair在初始位置经过一阶泰勒

展开后整理得到。

此时特征方程为

| Mλ2 + C 1 λ+ K 1 |= 0 （14）
其中：λ为特征值。

为了兼顾计算精度与计算效率，笔者采用实模

态方法对式（14）进行振型分解［16］。取前 s阶振型，

对质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵进行正交化处理，

得到

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

M * =ΦTMΦ
C *

1 =ΦTC 1Φ
K *

1 =ΦTK 1Φ
（15）

其中：Φ为导线在给定风速下初始平衡位置处的前 s
阶振型对应的振型矩阵；M*、C *

1 与 K *
1 分别为前 s阶

振型对应的广义质量矩阵、阻尼矩阵与刚度矩阵。
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线性化方程特征多项式为

G ( λ )= det ( M * λ2 + C *
1 λ+ K *

1 ) （16）
阻尼矩阵 Cu与刚度矩阵 Ku均受风速的影响，可

通过式（16）求解各风速对应的所有特征值。当风速

达到 Vcr 时，特征值实部从不存在正值变为出现正

值，以此判断输电导线开始失稳并舞动，此时的风速

Vcr为起舞临界风速。

2.3　输电导线极值风速模型　

我国大多数气象站资料统计分析表明，极值Ⅰ
型分布［17］为 10 min 平均年最大风速Vb的最优分布。

该分布的均值 μV b 和标准差 σV b 分别为

μV b = γa+ b （17）

σV b = π
6
a （18）

其中：a、b分别为尺度参数和位置参数；γ为欧拉常

量，值为 0.577 2。
覆冰导线所处高度重现期为 n1年的基准风速，

Vd的计算式为

V d = V 10 ( H10 )β （19）

其中：V10为 10 m 高度处的 n1年重现期基本风速，可

参考文献［18］中全国基本风速分布图选取；H为导

线所处高度；β为地表粗糙度系数。

以 100 年重现期为例，10 min 平均年最大风速

Vb小于或等于Vd的保证率为 99%，可推导出

V d = 4.6a+ b （20）
由上述可知，如果给定 10 min 平均年最大风速

Vb 的变异系数，则极值Ⅰ型分布的参数 a、b、μV b 和

σV b 可通过式（17）~（20）来求解。

3 基于概率密度演化法的覆冰输电导线

起舞概率评估

3.1　覆冰输电导线的广义概率密度演化方程　

通过对覆冰输电导线舞动机理进行分析，在计

算临界风速Vcr的有限元过程中，考虑结构材料与几

何参数的不确定性，选取弹性模量 E和裸导线面积

A作为影响临界风速的随机变量。根据式（13）中所

示的随机变量，记 5 维随机向量 Θ=（η1，η2，Vb，E，

A）。舞动有限元模型中的质量矩阵、阻尼矩阵、刚

度矩阵与舞动气动力向量都是 Θ的函数，则式（1）
可表示为

M (Θ ) q̈+ C (Θ ) q̇+ K (Θ ) q= F air (Θ ) （21）
功能函数 Z不随时间变化，可构造包含虚拟时

间参数 τ的虚拟随机过程，即

G= H 1 (Θ，τ )= Z ⋅ τ （22）
得到广义概率密度方程为

∂PGΘ ( g *，θ，τ )
∂τ + Ḣ 1 ( θ，τ ) ∂PGΘ ( g *，θ，τ )

∂g = 0

（23）
其中：PGΘ（g *，θ，τ）为（G，Θ）的联合概率密度函数。

边界条件与初始条件分别为

PGΘ ( g *，θ，τ ) |
g→ ±∞ = 0 （24）

PGΘ ( g *，θ，τ ) |
τ= τ0

= δ ( g * - g *
0 ) PΘ ( θ ) （25）

其中：g *
0 为 g * 的确定性初始值；δ为狄拉克函数；

PΘ ( θ )为联合概率密度函数；τ0为初始时刻。

3.2　覆冰输电导线起舞概率评估实现流程　

覆冰输电导线起舞概率评估求解流程如图 2 所

示，具体分析步骤如下。

1） 根据式（12），建立覆冰输电导线起舞功能函

数 Z并确定其随机变量参数及分布类型。

2） 采用 GF 偏差点集法［19］进行离散点的选取，

广义（generalized F， 简称 GF）偏差定义为

DGF (Кn )= max
1 ≤ i≤ 5

{ DF，i (Кn ) } （26）

其中：Кn为由 5 维单位超立方体中的 n个点构成的

点集；DF，i (Кn )为第 i个随机变量的边缘偏差。

在随机向量Θ的分布空间 Ω中根据 GF 偏差点

集法选取 n个离散点，记为（θ1，θ2，…，θn），同时确定

每个代表点的赋得概率，记为（P1，P2，…，Pn），其表

达式为

图 2　覆冰输电导线起舞概率评估求解流程

Fig.2　Calculation process of ice-covered transmission line 
galloping probability evaluation
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Pr =∫Ur

PΘ ( θ r ) dθ （27）

其中：Ur为代表性体积，r=1，2，…，n。
3） 将每一组离散点 θr=（Cw，r，Gs，r，Ub，r，Er，Ar）

代入步骤 1 构建的起舞功能函数 Z，并根据式（22）
得到虚拟随机过程G。

4） 将步骤 3 中确定的虚拟随机过程及其相应的

时间导数与赋得概率代入概率密度演化方程，并采

用具有总差变不增格式的有限差分法［15］求解，获得

概率密度函数 PGΘ（g *，θr，τ）为

PG ( g *，τ )= ∑
r= 1

n

PGΘ ( g *，θ r，τ ) （28）

5） 将求得的 PGΘ（g *，θr，τ）通过式（28）累加，即

可得到 PG（g *，τ）的数值解。令 τ=1，到功能函数 Z

的概率密度曲线，并进一步求得其失效概率 Pf。

4 算例分析

笔者考察一跨覆冰单导线，其所在高度为 30 m，档

距 XL 为 250 m，两端支座高差为 0，初始水平张力为

99.1 kN，地面粗糙度为 B类。导线参数如表 1所示。

图 3 为覆冰输电导线风攻角与气动力示意图。

覆冰风攻角 α与气动力以图 3 所示方向为正，其中V
为风速。三分力系数（升力系数 C 1，阻力系数 C 2，扭

转系数 C 3）曲线如图 4 所示［16］。

4.1　临界风速验证　

真实环境中输电导线的偏心覆冰一般形成于线

路的迎风侧。笔者以 60°初始风攻角为例，计算覆冰

单导线位移响应。风速为 23 m/s 时输电导线跨中

舞动时程如图 5 所示。

类似上述过程，计算该算例在初始风攻角为

60°、风速为 22 m/s 时的舞动位移时程。当风速为

22 m/s 与 23 m/s 时，输电导线跨中位置的竖向、扭

转向位移时程对比如图 6 所示。当风速下降到

22 m/s 时，输电导线舞动位移幅值不随时间发散，

证明其并未发生舞动。通过有限元动力时程分析方

法求得的输电导线起舞风速位于 22~23 m/s。
根据李雅普诺夫稳定性定理，该跨覆冰输电导

线 在 60° 初 始 风 攻 角 、风 速 为 22.9 m/s 时 ，通 过

式（13）~（16）计算得到的全部特征值中首次出现正

特征值，说明 22.9 m/s 为该跨输电导线在 60°初始风

攻角工况的起舞临界风速。其与通过有限元动力时

表 1　导线参数

Tab.1　Example parameter table

参数

d
G0J
dice

m
m ice

ξV
ξθ
Im
eV

eL

物理意义/单位

裸导线直径/mm
抗扭刚度/(N·m2·rad-1)

覆冰厚度/mm
单位长度质量/(kg·m-1)
单位长度冰重/(kg·m-1)

竖向阻尼比

扭转向阻尼比

质量惯性矩/(kg·m)
竖向偏心/mm
侧向偏心/mm

数据

27.6
159
12

1.51
0.18

0.45×10-2

1.42×10-2

4.13×10-4

0
1.75

图 3　覆冰输电导线风攻角与气动力示意图

Fig.3　Diagram of wind attack angle and aerodynamic force 
of ice-covered transmission line

图 4　三分力系数曲线

Fig.4　The curves of three-component coefficient

图 5　输电导线跨中舞动时程

Fig.5　Galloping time history in the middle of the transmis⁃
sion line
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程分析方法确定的临界风速区间相近，同时也与文

献［16］在相同工况下给出的起舞临界风速接近。这

说明了笔者通过建立有限元模型并结合李雅普诺夫

稳定性定理计算起舞临界风速方法的准确性。

4.2　起舞概率评估　

根据文献［18］取Vd为 24 m/s，通过式（21）计算

Vb 的均值为 17.39 m/s，变异系数取 0.2［17］。阵风因

子 Gs假定服从正态分布，其均值参照文献［18］取值

为 1.31，变异系数为 0.1。弹性模量 E和裸导线横截

面积 A的分布类型分别为正态分布与对数正态分

布，均值系数取 1，变异系数取 0.05。随机变量的分

布类型及参数详见表 2。

以初始风攻角 60°的工况为例进行该跨覆冰输

电导线的起舞概率评估。在 5 维空间 Ω中基于 GF
偏差点集法选取 400 个样本点，构造虚拟随机过程

G，求解得到 60°初始风攻角概率密度函数（probabil⁃
ity density function，简 称 PDF）演 化 曲 面 如 图 7
所示。

在图 7 中，提取 τ=1 时刻的曲线即为笔者所求

60°初始风攻角工况下功能函数 Z的概率密度曲线，

其 PDF 曲线与累积分布函数（cumulative distribu⁃
tion function，简称 CDF） 曲线如图 8 所示。

根据式（12），当 Z<0 时，覆冰输电导线达到失

稳临界状态并发生舞动。根据图 8 计算初始风攻角

为 60°时，该跨覆冰输电导线起舞概率为 0.305 8。

为验证笔者所用概率密度演化法评估覆冰输电

导线起舞概率的有效性，采用 LHS⁃MCS 法验证 60°
初始风攻角的覆冰导线起舞概率。LHS⁃MCS 法的

模拟次数为 2 000［20］，以 LHS⁃MCS 法的结果为基

准，计算本研究方法的起舞概率误差。表 3 为不同

方法对应的起舞概率。采用概率密度演化法进行该

跨覆冰输电导线起舞概率评估时，起舞概率相比

LHS⁃MCS 法的误差为 4.7%。计算效率方面，LHS⁃
MCS 法调用有限元过程的次数为 2 000，而本研究

方法为 400 次，计算效率仅为 LHS⁃MCS 法的 25%。

可见，本研究方法能较为高效地用于覆冰导线起舞

概率评估。

4.3　参数分析　

4.3.1　档距对起舞概率的影响　

改变输电线路档距会使导线受风面积发生变

化，从而对输电线路的舞动情况产生影响。这里研

图 6　输电导线跨中位置的竖向、扭转向位移时程对比

Fig.6　Time-history comparison diagram of vertical and tor⁃
sional displacement at mid-span of transmission line

表 2　随机变量分布类型及参数

Tab.2　Random variable distribution types and parameters

参数

η1

η2

Vb/(m·s-1)
E/GPa
A/mm2

分布规律

正态分布

正态分布

极值Ⅰ型分布

正态分布

对数正态分布

均值

1
1.31

17.39
69

453.62

变异系数

0.05
0.10
0.20
0.05
0.05

图 7　60°初始风攻角 PDF 演化曲面

Fig.7　PDF evolution surface of 60° initial wind attack angle

图 8　PDF 曲线与 CDF 曲线

Fig.8　The curves of PDF and CDF

表 3　不同方法对应的起舞概率

Tab.3　The probability of galloping corresponding to 
different methods

方法

本研究方法

LHS⁃MCS

次数

400
2 000

起舞概率

数值

0.305 8
0.320 9

误差/%
4.7
—
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究该单跨覆冰导线在档距 XL为 250~650 m，初始风

攻角为 60°时的起舞概率，不考虑档距变化而导致的

张力变化。不同档距对应的 PDF曲线如图 9所示。

不同档距对应的起舞概率如表 4 所示。随着档

距的增加，PDF 曲线有明显的左移趋势，起舞概率

不断增加。由于同时考虑了结构与风场的不确定

性，故 PDF 曲线并非类似正态分布或对数正态分

布，而是呈现为非规则性。

4.3.2　初始水平张力对起舞概率的影响　

取初始水平张力分别为 19.1 kN~99.1 kN，初

始风攻角为 60°，档距不变，得到不同初始水平张力

对应的起舞概率如表 5 所示。不同初始水平张力对

应的 PDF 曲线如图 10 所示。

根据图 10 所示，当初始风攻角为 60°时，PDF 曲

线随着初始水平张力的减小而不断左移，对应表 5
中导线起舞概率逐渐增加。当初始水平张力大于

39.1 kN 时，起舞概率随着初始水平张力的下降而显

著增加；当初始水平张力低于 39.1 kN 后，起舞概率

变化不明显。

4.3.3　初始风攻角对起舞概率的影响　

输电导线上的覆冰会随着冰风气候条件的变化

而发生偏转，其覆冰风攻角存在一定的变化范围。

选取初始风攻角为 0°~70°进行覆冰输电导线起舞

概率评估。不同初始风攻角对应的起舞概率如表 6
所示。该跨覆冰输电导线在初始风攻角 0°~70°范
围内，0°~20°对应的起舞概率较高，表明输电导线在

此攻角下易达到起舞临界风速；当初始风攻角为

60°~70°时，输电导线起舞概率较低，说明该跨覆冰

导线起舞临界风速较高，发生舞动的可能性最低。

5 结  论

1） 结合三结点索单元的覆冰导线有限元模型

和李雅普诺夫稳定性定理，给出了起舞临界风速求

解方法，并建立了覆冰输电导线起舞功能函数。

2） 笔者提出的覆冰输电导线起舞概率评估方

法具有较高的精度，相比 LHS⁃MCS 法，起舞概率相

对误差为 4.7%，计算效率仅为 LHS⁃MCS法的 25%。

3） 根据覆冰输电导线起舞概率评估结果可知，

该跨覆冰单导线起舞概率受档距、初始水平张力和

初始风攻角的影响较大。
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