
第  46 卷第  3 期
2026 年  6 月

振动、测试与诊断 Vol. 46 No. 3
Jun.2026Journal of Vibration，Measurement & Diagnosis

超声振动研磨圆柱齿轮的振动耦合特性研究
∗

李喜燕 1，2，  朱德荣 2，  杨建军 1，  王 斌 1，  耿瑞广 1，2，  张云祥 1，2

（1.河南科技大学机电工程学院  洛阳，471003）
（2.洛阳理工学院智能制造学院  洛阳，471023）

摘要  针对圆柱齿轮在超声振动研磨加工过程中频率特性研究尚不充分的问题，首先，将带有轮毂、轮辐和轮缘的

圆柱齿轮振动等效为多个圆环板的振动耦合，基于 Mindlin 中厚板理论，结合边界条件及位移、转角、剪力和弯矩的

连续性条件，推导了自由状态下齿轮弯曲振动频率方程；其次，利用数值计算和有限元分析（finite element analysis，
简称 FEA）对圆柱齿轮频率特性进行研究，并通过锤击法模态试验进行验证；最后，对数值计算、有限元仿真与试验

测试的数据进行对比分析。结果表明：将圆柱齿轮振动简化成多个圆环板振动耦合研究频率特性的方法具有较高

的可行性；对圆柱齿轮频率特性的研究，为圆柱齿轮超声振动研磨加工系统的合理设计提供了理论支持，同时也为

中厚圆盘类零件的振动特性分析提供了参考依据。
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0 引  言

行星齿轮变速器因结构紧凑、传动平稳、承载能

力大等显著优势，在新能源汽车领域得到广泛应用。

圆柱齿轮作为行星齿轮的核心传动部件，在高速化、

高精密的发展趋势下，对硬齿面齿轮的齿形精度、齿

面质量、显微硬度与微观形貌提出了更高要求。然

而，传统齿轮加工方法已不能满足这一需求［1］。因

此，亟需探索一种适用于大批量生产的高效精密硬

齿面齿轮加工方法，超声加工也因此被逐步引入齿

轮的精整加工领域。

文献［2⁃4］对超声研齿振动系统进行了设计与

研究，发现超声研齿工艺较传统方法具有显著优势，

齿面粗糙度降至 0.2 μm，材料去除率提升 3 倍，齿轮

副噪声降低 3~8 dB，为复杂齿轮超声加工系统的非

谐振设计提供了理论支撑。杨建军等［5］通过理论建

模、参数优化、有限元验证及实验测试，解决了带轴

锥齿轮超声加工中谐振频率匹配与振幅放大的问

题，为复杂结构齿轮的高效精密加工提供了技术支

撑，对提升齿轮表面质量及制造效率具有重要工程

价值。

由于齿轮长期在高速、重载等复杂条件下工作，

通过动力学响应可精准预测系统振动状态，从而有

效避免共振与混沌现象，并降低振动幅值和噪声水

平 ，有 助 于 确 保 运 行 时 的 稳 定 性 和 可 靠 性［6］。

Mabrouk 等［7］使用瑞利能量法和多尺度分析法，针

对中型和重型卡车的三级行星齿轮传动系统动态特

性进行研究，建立集中参数模型并求解系统的特征

频率和模态振型，对比分析了 2 种方法的精度差异，

为抑制共振和优化可靠性提供了现实指导。Cui
等［8］针对复合行星齿轮系统，建立了综合考虑发动

机谐波激励与内部非线性因素的弯扭耦合动力学模

型，揭示了系统存在行星轮振动、全局振动及耦合振

动这 3 种模态。该研究发现固有频率轨迹随参数变

化呈现模态转换与交叉现象，为变速箱减振降噪设

计提供了理论依据，并且可指导系统避开共振区，提

升运行稳定性。Tan 等［9］针对双行星轮系建立了平

移⁃扭转耦合集中参数动力学模型，深入分析了系统

固有特性及其影响规律，为解决直升机传动系统的

振动噪声问题提供了理论依据，也为其结构优化与

减振设计奠定了动力学基础。冯珂等［10］基于循环平

稳分析实现了齿轮磨损退化状态的精准监测。侯磊

等［11］则揭示了质量偏心与参数耦合对齿轮系统非线

性振动的影响机制，为齿轮振动特性分析与减振设

计提供了重要依据。

目前研究主要聚焦于齿轮系统的固有频率特性
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分析，或是对超声振动系统的振动特性进行的整体

分析，而针对单个齿轮零件频率特性的研究相对较

少。对单个齿轮的弯曲振动特性进行分析，对于避

免超声振动系统与齿轮发生有害共振，优化超声振

动参数匹配、提升超声加工效率和齿面质量至关重

要，具有重要的理论意义和工程价值。

综上，本研究将圆柱齿轮简化成与圆柱齿轮分

度圆直径相等的中厚圆盘，将圆柱齿轮的振动等效

为多个圆环板的振动耦合，基于 Mindlin 中厚板理论

以及力与位移连续条件，推导自由边界条件下的圆

柱齿轮发生横向弯曲振动的频率方程。此外，利用

数值计算、FEA 和锤击法模态试验对齿轮圆盘频率

特性进行研究，为圆柱齿轮超声振动加工系统工艺

优化提供理论参考。

1 分析与建模

1.1　振动类型分析　

超声辅助加工工艺是一种在制造过程中通过调

控外部能量输入，实现制造表面成形成性的良好工

艺方法以及能量调控的途径。该工艺可实现外部能

量作用下的制造对象微观组织的遗传与演变，通过

对界面能量进行精准调控，实现制造形状精度与表

面完整性的协同提升，获得预期的微观组织结构，从

而达到高性能制造的目的［12］。

圆柱齿轮振动类型模型如图 1 所示。超声变幅

杆将沿轴线的纵向超声激励放大并传递至圆柱齿轮

后端面，形成周期性变化的压力负载 q。该负载在

圆柱齿轮内部激发三维动态应力，诱导齿轮内部产

生径向转矩、周向转矩以及轴向截面剪力。其中，径

向转矩的作用可促使圆柱齿轮发生轴对称弯曲振动

与变形，引发由纵向振动向弯曲振动的转变过程。

此外，圆柱齿轮为轴对称结构，整体的周向转矩Mθ

为零，而轴向截面剪力 Qr由纵向振动作用产生，因

此Qr表现出超声振动的特性，在圆柱齿轮齿面的齿

长、齿高方向的应力分量具有相同的超声振动特

性。在超声振动能量作用下，研磨磨粒通过高频锤

击、弹跳冲击及空化效应协同作用，使得齿面材料发

生塑性流动与微切削分离，提高了材料去除效率，改

善了加工表面的质量。

1.2　数学模型　

圆柱齿轮是行星齿轮的关键零部件，广泛应用

于新能源汽车、航空航天等工程领域。以图 2 所示

的圆柱齿轮物理模型为例，构建圆柱齿轮弯曲振动

理论分析模型。

在构建圆柱齿轮横向弯曲振动理论分析模型

时，忽略各种齿轮倒角等参数对振动系统频率特性

的影响。假设齿轮材料为均匀各向同性，将圆柱齿

轮简化为与齿轮分度圆直径大小相等的圆环盘。

图 3 为圆柱齿轮的弯曲振动分析模型，图 4 为圆柱

齿轮弯曲振动分析的简化圆环板模型。

图 3 所示的圆柱齿轮工程图可看作图 4 所示的

简化圆环板Ⅳ、圆环板Ⅴ和圆环板Ⅵ的组合体。圆

柱齿轮由轮毂、轮辐和轮缘组成，简化后的各个圆环

板的高度不同，超声波传播至圆环板的接触圆柱面

时，影响超声波传播的连续性及稳定性。理论上圆

环板Ⅳ与圆环板Ⅴ在直径为 d 6、高度为 h2 的圆柱面

处产生振动耦合，圆环板Ⅴ、圆环板Ⅵ在直径为 d 5、

图 3　圆柱齿轮的弯曲振动分析模型

Fig.3　Bending vibration analysis model for cylindrical gears

图 1　圆柱齿轮振动类型模型

Fig.1　Vibration mode classification of the cylindrical gear

图 2　圆柱齿轮物理模型

Fig.2　Physical model of the cylindrical gear
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高度为 h1 的圆柱面处产生振动耦合，满足力与位移

连续条件。因此，圆柱齿轮的振动可近似理解为由

多个单独的圆环板振动耦合而成。

2 理论分析

根据 Mindlin 中厚板理论，推导圆柱齿轮横向弯

曲的频率方程，第 i个圆环板单元的三维弹性动力

学基本方程［13］为
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其中：i=4，5，6，为圆环板单元编号；ri 为圆环板的

半径；βri为径向转角；βθi为周向转角；ρ为材料密度；

hi为圆环板的厚度；Qθi、Qri为圆环板 i的剪力分量；

Mθi、Mri为圆环板 i的弯矩分量。

为得到良好的齿面质量，在加工时要求圆柱齿

轮做轴对称横向弯曲振动，因此形变 βθi ≡ 0。求解

式（1）可得第 i个圆环板单元的横向位移 ωi、转角位

移 βi、截面剪切内力Qri和截面弯矩内力Mri表达式为
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其中：J0 ( δ，r )为第 1 类贝塞尔函数；Y 0 ( δ，r )为第 2
类贝塞尔函数；Si = 12Di/ (Gihiπ2 )，为横向剪切变

形；Ri = hi 2 /12，为转动惯量；Gi = Ei/[ 2 ( 1 + μi ) ]，

为 剪 切 弹 性 模 量 ；σ1i = ( δ2i ) 2 / [Ri( δ0i ) 2 - Si-1 ]；
σ2i=( δ1i ) 2 / [Ri( δ0i ) 2 -Si-1 ]； ( δ0i ) 4 =ρhiπ/Di；

( δ1i ) 2=( δ0i ) 4 [ ( Ri+Si )+ ( )Ri-Si +4 ( )δ0i
-4 ] /2；

( δ2i ) 2=( δ0i ) 4 [ ( Ri+Si )- ( )Ri-Si +4 ( )δ0i
-4 ] /2；

Di = Gihi 3 /[12 ( 1 - μi 2 ) ]，为弯曲刚度；Ei、µi、ρi、hi

分别为材料的弹性模量、泊松比、密度、厚度。

因圆柱齿轮的轮毂、轮辐和轮缘的厚度各不相

同，在圆柱齿轮发生横向弯曲过程中，为适应齿轮各

个圆环板之间厚度的变化，并保证各个圆环板连接

圆柱接触面处耦合振动的连续性，在直径为 d 5、高

度为 h1 的整个圆柱面处和直径为 d 6、高度为 h2 的整

个圆柱面处的力与位移是连续的［14］。即圆环板Ⅳ与

圆环板Ⅴ在直径 d 5 处、环板Ⅵ与圆环板Ⅴ在直径 d 6

处的横向位移、转角位移、截面剪切内力和截面弯矩

内力分别相等，即
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同时，圆柱齿轮内孔和轮缘部分均处于自由状

态，所受截面剪切内力和截面弯矩内力均为零，即
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图 4　圆柱齿轮弯曲振动分析的简化圆环板模型

Fig.4　Simplified annular plates model for bending vibration 
analysis of cylindrical gears
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式（3）、（4）构成了圆柱齿轮横向弯曲振动的频

率方程，包含圆柱齿轮的结构尺寸参数和齿轮发生

横向弯曲振动时的固有频率。若各部分结构参数已

知，即可求得圆柱齿轮产生横向弯曲振动时的振动

频率。反之，若圆柱齿轮发生横向弯曲振动时的振

动频率已知，亦可求出圆柱齿轮各部分的尺寸参数。

将式（2）代入式（3）、（4），可得含有齿轮横向弯

曲振动的方程组，用矩阵表示为
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其中：Aij、Bij ( i= 1，2；j= 4，5，6 )为圆环板Ⅳ、Ⅴ和

Ⅵ 形 变 函 数 和 内 力 函 数 中 的 待 定 常数；Dij ( i=
01，…，12；j= 01，02，…，12 ) 为 Aij、Bij 的 系 数 ，由

式（3）、（4）确定。

若使含圆柱齿轮结构尺寸参数和横向弯曲振动

固有频率的齐次方程组式（5）有解，且待定系数

Aij、Bij的值不全为零，则由 Aij、Bij组成的行列式 Dij

必须为零，即

Δ=
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D 0101 D 0102 D 0103 D 0104 D 0105 D 0106 D 0107 D 0108 0 0 0 0
D 0201 D 0202 D 0203 D 0204 D 0205 D 0106 D 0207 D 0208 0 0 0 0
D 0301 D 0302 D 0303 D 0304 D 0305 D 0106 D 0307 D 0308 0 0 0 0
D 0401 D 0402 D 0403 D 0404 D 0405 D 0106 D 0407 D 0408 0 0 0 0

0 0 0 0 D 0505 D 0506 D 0507 D 0508 D 0509 D 0510 D 0511 D 0512

0 0 0 0 D 0605 D 0606 D 0607 D 0608 D 0609 D 0610 D 0611 D 0612

0 0 0 0 D 0705 D 0706 D 0707 D 0708 D 0709 D 0710 D 0711 D 0712

0 0 0 0 D 0805 D 0806 D 0807 D 0808 D 0809 D 0810 D 0811 D 0812

D 0901 D 0902 D 0903 D 0904 0 0 0 0 0 0 0 0
D 1001 D 1002 D 1003 D 1004 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 D 1109 D 1110 D 1112 D 1113

0 0 0 0 0 0 0 0 D 1209 D 1210 D 1211 D 1212

= 0 （6）

式（6）为圆柱齿轮在自由状态下产生横向弯曲

振动的频率方程，包含圆柱齿轮的设计参数以及弯

曲振动频率。若齿轮设计参数已知，通过式（6）求得

频率 f，此时的 f值即为圆柱齿轮发生横向弯曲振动

时的振动频率。基于上述计算过程，所得振动频率

可为避免结构共振以及超声辅助齿轮加工系统的谐

振频率设计提供参考。

3 设计实例与有限元验证

3.1　设计实例　

以圆柱齿轮为例，选定一组参数值，d 7=70 mm，

d 6=56 mm，d 5=32 mm，d 4=20 mm，h1=20 mm，

h2=16 mm，通过数值计算与有限元仿真验证理论是

否正确。圆柱齿轮材料选用 45 钢，材料密度 ρ=
7 800 kg/m3，弹性模量E=210 GPa，泊松比 μ=0.28。

式（6）为复杂超越方程，利用Matlab进行数值计算

求解。圆柱齿轮的工作频率 f为自变量，频率方程解

的误差为因变量，采用牛顿迭代法求解频率方程，迭

代精度设为 50 Hz，求解范围设为 10 kHz~40 kHz。
频率方程解的误差与工作频率 f的关系如图 5所示，

频率方程解的误差 Δ为量纲一的量。由图可知，对于

自由状态下的圆柱齿轮，所得的 24个工作频率均可使

圆柱齿轮在自由状态时产生横向弯曲振动。
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3.2　有限元建模与仿真　

模态分析是结构动力学领域的一项关键技术，

旨在研究结构在动态载荷下的振动特性，包括固有

频率、振型等参数。这些特性直接影响结构的稳定

性、安全性和使用寿命。

使用 SolidWorks 软件建立圆柱齿轮的分析模

型，导入 Ansys Workbench 进行模态分析。圆柱齿

轮的材料设置为 45 钢，根据圆柱齿轮的几何形状进

行自动网格划分，并将单元尺寸设置为 3 mm，以调

整网格疏密程度。为更加准确分析圆柱齿轮的固有

频 率 和 振 型 ，将 Relevance Center 从 系 统 默 认 的

Coarse（粗糙）设置为 Medium（中等），并将控制邻近

单元增长比的选项 Transition 设置成 Fast（快速）。

网格划分产生的几何模型的节点数量为 82 364，
单 元 数 量 为 47 443，同 时 限 制 频 率 搜 索 范 围 为

10 kHz~40 kHz，使用 Ansys Workbench 默认的自

动求解器进行模态求解。自由振动状态下圆柱齿轮

的节圆节径混合振型、节圆振型分别如图 6、图 7 所

示。其中：m为节径数，即沿齿轮周向方向节线的数

量；n为节圆数，即沿齿轮径向方向横向位移为零圆

的数量。

由图 6 可见，在频率为 11.286、22.595、32.128 和

39.749 kHz 时，圆柱齿轮产生了节圆节径混合振动

模态。此时圆柱齿轮被分割为凹凸分布的若干部

图 5 频率方程解的误差与工作频率 f的关系

Fig.5　Relationship between the error in the solution of the 
frequency equation and the operating frequency f

图 6　圆柱齿轮的节圆节径混合振型

Fig.6　Combined pitch circle and nodal diameter vibration 
mode of cylindrical gears
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分，易导致工具和工件之间相对运动不稳定，使得齿

面加工过程中齿面受力不均匀，齿面精度降低。

由图 7 可知，当频率为 19.919、37.304 kHz 时，

圆柱齿轮产生了零节径轴对称横向弯曲振动，与理

论分析结果 19.700、36.800 kHz 之间的相对误差较

小，说明将圆柱齿轮的振动视为多个圆环板振动耦

合的方法是可行的。此外，在断续切削条件下，若齿

轮为零节径轴对称横向弯曲振动，可减少冲击载荷，

促使切削力更加均匀，从而提升加工过程的稳定性，

有助于提高圆柱齿轮超声振动研磨加工时的齿面研

磨质量。

4 试验与讨论

为验证上述设计过程的正确性，开展了锤击法

模态试验。

4.1　振动类型分析　

锤击法测量齿轮模态试验系统如图 8 所示，包

括悬挂齿轮的弹力绳、YTRAN 5800B4 型力锤、

YTRAN 3097A2 型加速度传感器和 m+p Analyzer
数据采集系统与分析系统，使用 m+p VibPilot 振动

控制和动态信号分析仪采集数据。

由于圆柱齿轮形状及空间的限制，以圆柱齿轮

背面为测试面，试验共设置 48 个测点，确保能够捕

捉到主要的振动信号，沿周向均匀选取 4 个加速度

传感器响应点，模态试验模型如图 9 所示。设置数

据采集系统以 128 kHz 的采样频率记录振动信号，

采用移动力锤⁃固定测点的方式依次对测试点进行

轴向激励，重复试验 3 次以确保数据可靠，取 3 次试

验数据平均值为最终结果。

4.2　结果与讨论　

基于上述试验测试方案，经模态参数辨识提取

圆柱齿轮的前 17 阶频率与振型。数值计算、有限元

仿真及试验测试频率数据如表 1 所示，展示了第 1、
3、7、13、14、17 阶的模态试验测试频率。

图 9　模态试验模型

Fig.9　Modal test specimen

图 7　圆柱齿轮的节圆振型

Fig.7　Vibration mode of pitch circle of a cylindrical gear

图 8　锤击法测量齿轮模态试验系统

Fig.8　Schematic of impact hammer modal test system for 
gears

表 1　数值计算、有限元仿真及试验测试频率数据

Tab.1　Frequency data by numerical calculations, finite 
element simulations, and experiments kHz

模态阶数

1
3
7
13
14
17

数值计算

频率 fc
11.150
19.700
22.250
32.750
36.800
39.750

有限元仿真

频率 fk
11.297
19.919
22.595
32.128
37.304
39.749

试验测试

频率 fe
11.541
19.987
22.684
31.823
37.482
39.535
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图 10 为数值计算、有限元仿真及试验测试频率

对比。由图可知，试验测试的齿轮横向弯曲振动频

率分别为 11.541、19.987、22.684、31.823、37.482 和

39.535 kHz。分析数据可知，数值计算频率为 11.150、
19.700、22.250、32.750、36.800 和 39.750 kHz，有限

元 仿 真 频 率 为 11.297、19.919、22.595、32.128、
37.304 和 39.749 kHz，三者间的相对误差较小，说明

将齿轮整体振动近似理解为多个单独的圆环板振动

耦合而成的方法是可行的。

5 求解精度分析

Mindlin 中厚板理论是三维线弹性理论的简化，

其适用范围有一定限制［15］，因此上述设计方法受到

一定限制。对于带轮毂、轮辐和轮缘的圆柱齿轮，由

于其特殊的结构特点，求解精度不仅与厚径比 h1/d7

有关，也可能与轮毂⁃轮辐厚度比 h1/h2有较大关系。

保持圆柱齿轮其他结构尺寸不发生改变，仅改

变圆柱齿轮轮毂的厚度 h1，通过数值计算与有限元

仿真研究圆柱齿轮的第 1 阶横向弯曲振动频率，数

值计算与有限元仿真结果比较如表 2 所示。

由表 2 可知，在其他尺寸固定的情况下，随着圆

柱齿轮轮毂的厚度 h1逐渐变大，数值计算频率与有

限元仿真频率的偏差不断加大，在 h1/d7=0.342 8
时，偏差为 5.33%，远超所能接受的误差范围。原

因在于圆柱齿轮的特殊结构，数值计算精度不仅受

h1/d7的影响，也与 h1/h2有很大关系。

保持 h1/h2固定，改变 h1 与 h2 的数值，数值计算

与有限元仿真结果比较如表 3 所示，展示了数值计

算频率与有限元分析频率随 h1、h2的变化情况。

从表 3 可以看出，在保持圆柱齿轮轮毂⁃轮辐厚

度比（h1/h2=1.25）不变的情况下， 随着齿轮厚径比

h1/d7的递增，圆柱齿轮第 1 阶横向弯曲振动频率的

数值计算与有限元分析结果的相对误差呈现非线性

增长的趋势。当 h1/d7≤0.4 时，最大相对误差为

2.84%，在允许的误差范围内，理论求解精度较高。

值得注意的是，当 h1/d7>0.4 时，误差呈现显著增大

的趋势，当 h1/d7=0.457 1 时，相对误差达 5.21%。

6 结  论

1） 通过对圆柱齿轮横向弯曲振动模态的内力

分布进行深入分析，为构建圆柱齿轮横向弯曲频率

方程奠定了理论基础。

2） 基于 Mindlin 中厚板理论，结合圆环板圆柱

面之间力与位移的连续条件，推导并建立了圆柱齿

轮弯曲振动的频率方程。通过数值计算方法，求解

齿轮在 10 kHz~40 kHz 范围内的横向弯曲振动频

率，为超声振动系统的设计提供了理论依据。

3） 通过有限元仿真及锤击法模态试验，验证了

所提理论的准确性，并进一步验证了将圆柱齿轮弯曲

振动简化为多个圆环板振动耦合方法的可行性，为超

声振动系统的优化设计及结构共振提供了技术支持。

4） 圆柱齿轮横向弯曲振动频率的求解精度不仅

受齿轮厚径比 h1/d7影响，也与轮毂⁃轮辐厚度比 h1/h2

图 10　数值计算、有限元仿真及试验测试频率对比

Fig.10　Comparison of frequency data by numerical calcula⁃
tions, finite element simulations, and experiments

表 2　h₁/h₂ 比值改变时齿轮横向弯曲振动频率计算结果对比

Tab.2　Comparison of calculated transverse bending 
vibration frequencies of gears with variable h₁/h₂ 

h1/
mm
16
20
24
28
32
36

h1/d7

0.228 5
0.285 7
0.342 8
0.400 0
0.457 1
0.514 2

h1/h2

1.20
1.25
1.30
1.35
1.40
1.45

计算频率

fc/kHz
10.350
11.200
11.600
11.550
11.750
11.650

仿真频率

fk/kHz
10.410
11.292
12.218
12.438
12.902
13.118

偏差

Δf/%
0.58
0.82
5.33
7.69
9.80

12.60

Δf=
||计算频率 - 仿真频率

计算频率
× 100%

表 3　h₁/h₂比值不变时齿轮横向弯曲振动频率计算结果对比

Tab.3　Comparison of calculated transverse bending 
vibration frequencies of gears with constant h₁/h₂ 

h1/
mm
16
20
24
28
32
36

h1/d7

0.228 5
0.285 7
0.342 8
0.400 0
0.457 1
0.514 2

h1/h2

1.25
1.25
1.25
1.25
1.25
1.25

计算频率

fc/kHz
10.400
11.200
12.350
12.800
13.300
13.650

仿真频率

fk/kHz
10.432
11.292
12.542
13.163
13.993
14.661

偏差

Δf/%
0.31
0.82
1.56
2.84
5.21
7.41
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有较大关系。在 Mindlin 中厚板理论的适用范围内，

该理论对圆柱齿轮横向弯曲振动特性的分析精度

较高。
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