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摘要  针对冲击载荷的定位问题，提出了一种基于模态特征匹配的冲击定位方法。首先，推导了模态常数与结构所

受冲击位置的映射关系，设计了一套基于光纤光栅传感的冲击定位实验系统，在该系统冲击定位实验测试前的离线

阶段，通过实验模态分析方法得到结构上潜在受冲击位置的模态常数，并以这些模态常数组成的特征向量为基础构

造了样本数据库；其次，在冲击定位的实验测试过程中，采用正交多项式拟合方法提取测试信号中的模态常数，并与

数据库进行相似度匹配实现定位冲击位置；最后，在铝板结构的 12 个预设冲击位置分别进行了低采样率下的冲击

定位实验，定位出 10 个位置。实验结果证明了所提出的冲击定位方法在低采样率下的可行性及光纤光栅传感系统

在冲击定位领域的应用前景。

关键词  冲击定位；模态常数；光纤光栅；余弦相似度；低采样率

中图分类号  TH11；TP74

0　引  言

冲击载荷的定位是结构健康监测中最基本的问

题［1］。日常生活中，结构承受着各种冲击载荷导致

的材料性能弱化的风险。为保证结构的完整性和安

全性，在冲击事件发生时及时监测并定位冲击位置

具有重要意义。光纤布拉格光栅（fiber Bragg grat⁃
ing ，简称 FBG）具有结构简单、灵敏度高及速度快

的特性，且能在绝大部分应用场景保持良好的稳定

性和耐久性，在冲击定位的在线监测中具有广泛的

应用前景［2］。

冲击载荷的定位方法中，基于多个传感器间响

应信号时间延迟的定位方法是一种经典的冲击定位

方法。 Lee 等［3］通过测量水平布置在目标下方的

2 组等边三角形声学传感器冲击波的到达时间延迟

（time difference of arival， 简称 TDOA），来确定目标

上的声打击坐标。Chen 等［4］通过布置在金属板 4 个

侧边中点的 FBG 传感器采集应力波信号，计算每个

独立信号的 TDOA，结合双曲线定位模型确定冲击

位置。Qiu 等［5］采用多时间序列分析结合相似性度

量的模态识别方法，实现了对钢板表面的随机冲击

力的快速定位。部分研究人员通过提取响应信号的

特征识别冲击位置。曹亮等［6］针对层合板提出了一

种基于小波包分解方法和分布式 FBG 传感网络的

冲击定位方法，利用时频域信息的特征分解信号，并

计算特征间的相似度实现冲击定位。赵发刚等［7］针

对复合材料蜂窝板构建了 FBG 传感系统，经过小波

分解得到响应的能量谱，以对冲击敏感的阶次能量

谱作为特征向量，并通过比较特征向量幅值实现冲

击定位。近年来，人工神经网络（artificial neural net⁃
work， 简称 ANN）逐渐应用于冲击定位领域。文

献［8⁃9］分 别 提 出 基 于 径 向 基 函 数 ANN 与 基 于

ANN 和贝叶斯概率框架的力识别方法，通过 ANN
迭代学习得到力与响应之间的映射关系，从而识别

力的大小和位置。

在冲击定位的研究中，工业现场常用的 FBG 解

调系统采样频率较低（通常在 2 kHz 左右），会影响

冲击定位算法的有效性与准确性。针对此问题，笔

者提出一种基于模态特征匹配的冲击定位方法，结

合 FBG 传感网络建立冲击定位系统。该系统能够

在单激励位置的情况下，利用频率通常在 1 kHz 以

下的结构低阶模态的特征，实现结构低采样率下的

在线冲击定位。
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1 冲击定位方法

基于模态特征定位冲击位置的原理是利用模态

常数与冲击位置之间的映射关系，建立特征向量数

据库。通过测试信号中模态特征与数据库的相似度

匹配，实现定位冲击位置。冲击定位流程如图 1
所示。

1.1　冲击定位原理　

以 N自由度线性定常系统为例，其运动微分方

程为

MẌ+ CẊ+ KX= F （1）
其中：M、C、K分别为系统的质量矩阵、阻尼矩阵和

刚度矩阵；X为位移响应矩阵；F为激励力矩阵。

对式（1）进行频域变换，可得

( K- ω2M+ jωC ) X (ω ) = F (ω ) （2）
将式（2）中物理坐标下的响应转换为模态坐标

下的响应，其表达式为

X (ω ) =ΦQ （3）
其中：Φ为模态矩阵，反映了系统各阶模态的振型形

状；Q为模态坐标矩阵，反映了各阶模态对响应的贡

献量，其与激励的频率结构有关。

根据振动理论，线性时不变系统的任一点响应

均可表示为各阶模态响应的线性组合。在有限测点

的情况下，对于第 r阶响应，式（3）的展开式可表

示为

xl(ω ) = φl1q1(ω ) + φl2q2(ω ) + ⋯ + φlN qN(ω ) =

∑
r= 1

N

φlr qr( )ω （4）

其中：φlr为第 l个测点、第 r阶模态的振型系数；qr为

第 r阶模态坐标。

将式（3）、（4）代入式（2），可得

( Kr - ω2Mr + jωCr ) qr = Fr （5）
其中：Kr为模态刚度，Kr = ψ r TKψ r；Mr为模态质量，

Mr = ψ r TMψ r；Cr为模态阻尼，Cr = ψ r TCψ r；Fr为模

态力，Fr = ψ r TF；ψ r为第 r阶模态振型向量，向量中

元 素 由 第 r 阶 模 态 振 型 系 数 组 成 ，ψ r =
( φ 1r，φ 2r，⋯，φnr )，下标数字（1，2，…，n）为激励点编

号，其数值与激励点位置有关。

设 激 励 力 作 用 于 p 点 ，对 于 第 r 阶 模 态 ，由

式（4）、（5）可得

xl(ω ) = ∑
r= 1

N φlrφpr fp( )ω
Mr( )ω 2

r - ω2 + 2jξrωrω
=

∑
r= 1

N Alp fp( )ω
ω 2
r - ω2 + 2jξrωrω

= ∑
r= 1

N A *
lp

ω 2
r - ω2 + 2jξrωrω

（6）

其中：Alp 为模态常数，Alp = φlrφpr
Mr

；A *
lp 为未修正的

模态常数，A *
lp = φlrφpr

Mr
fp(ω )；ωr 为第 r阶模态固有

频 率 ，ω 2
r = Kr

Mr
；ξr 为 第 r 阶 模 态 的 阻 尼 比 ，ξr =

Cr

2Mrωr
。

对同一结构而言，各阶模态质量Mr为定值，故

模态常数Alp只与测点模态振型系数 φlr和激励点模

态振型系数 φpr有关。因此，当控制测点 l不变时，测

点模态振型系数 φlr为定值，模态常数 Alp就只与激

励点模态振型系数 φpr有关，即只与激励点位置 p有

关。当激励力为冲击力时，fp(ω ) = c，c为常数，此时

A *
lp = cAlp，模态常数 Alp与未修正的模态常数 A *

lp同

样能够建立与激励点 p之间的映射关系。因此，可

以通过响应信号的模态常数定位冲击位置。

1.2　光纤布拉格光栅传感原理　

FBG 传感器能够反射特定波长的光波信号，而

其他波长信号基本不被反射。光纤布拉格光栅传感

原理如图 2 所示。

当 FBG 受到温度或应力应变变化时，栅距和折

射率会发生变化，能够被反射的光波长也随之发生

变化。FBG 反射光波长的表达式为

λ= 2nneff(T，ε ) Λ (T，ε ) （7）
其中：λ为反射光的波长；nneff 为有效折射率；Λ为栅

距；T为温度；ε为应变。

图 1　冲击定位流程

Fig.1　The process of impact positioning
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在本研究中，因为实验温度 T只有缓慢微小的

变化，故只考虑反射波长与应变的关系。反射光波

长变化量 Δλ与应变 ε的关系式为

Δλ= ( 1 - P e ) λ0 ε= αε ε （8）

其中：P e 为弹光系数，P e = Δnneff

nneff
；λ0 为初始状态下

FBG 的中心波长；αε为 FBG 传感器的灵敏度。

本研究中所使用的 FBG 中心波长在 1 530~
1 560 nm 之间，αε ≈ 1.2 pm/με。

由式（8）可知，当结构体受到冲击时，由于应力

应变发生变化，FBG 反射光波长也发生变化，通过

解调仪捕捉 FBG 波长的变化值可以确定测点的应

变值。

将式（6）中位移响应转换为应变响应，对轴向方

向求导可得应变响应方程，即

εl(ω ) = ∑
r= 1

N φ *
lrφ *

pr fp( )ω
Mr( )ω 2

r - ω2 + 2jξrωrω
=

∑
r= 1

N Alps fp( )ω
ω 2
r - ω2 + 2jξrωrω

（9）

其中：φ* 为应变模态振型系数；Alps为应变模态的模

态常数。

同样地，当激励力为冲击力时，可通过模态常数

Alps 与激励点应变模态振型系数 φ *
pr 之间的映射关

系，即与激励点位置 p的映射关系来定位冲击位置。

1.3　基于正交多项式拟合的模态常数提取方法　

模态常数 Alp可用来定位冲击点，但在从式（9）
中提取模态常数之前，还需要求得各阶模态的固有

频率 ωr与阻尼比 ξr。本研究采用正交多项式拟合的

方法求取模态参数，该方法主要包括频响函数的有

理分式多项式方法和 Forsythe 复正交多项式拟合方

法两部分［10］。

对式（1）左右两边进行拉氏变换，可得

Z ( s ) =Ms2 + Cs+ K （10）

其中：Z ( s )为阻抗矩阵，Z ( s ) = F ( )s
X ( )s

。

传递函数矩阵H ( s )可表示为

H ( s ) = [ Z ( s ) ]-1
=

adj[ ]Z ( )s
det [ ]Z ( )s

（11）

其 中 ：adj[ Z ( s ) ] 为 阻 抗 矩 阵 Z ( s ) 的 伴 随 矩 阵 ；

det [ Z ( s ) ]为阻抗矩阵 Z ( s )的行列式。

对于 N自由度系统，阻抗矩阵 Z ( s ) 的阶次为

N× N，则其伴随矩阵和行列式的阶次分别为 2N和

2N-2。因此，传递函数第 l行、第 p列的元素为

Hlp( s ) = a0 + a1 s+ a2 s2 + ⋯am sm

b0 + b1 s+ b2 s2 + ⋯bn sn
=

∑
k= 0

m

ck pk( )s

∑
k= 0

n

dk qk( )s

（12）
其中：m= 2N- 2；n= 2N；ck 为分子多项式系数，

ck = ak
bn

；dk为分母多项式系数，dk = bk
bn

；pk为分子多

项式，pk( s ) = sk；qk为分母多项式，qk( s ) = sk。

对式（12）进行频域变换 s= jω，则可进一步表

示为

Hlp( jω ) =
∑
k= 0

m

ck pk( )jω

∑
k= 0

n

dk qk( )jω
（13）

设被拟合的频率点数为 L，频响函数的实验值

以 H͂ ( jωi ) 表示，i= -L，-L+ 1，⋯，L，引入理论

模 型 值 与 实 验 值 之 间 的 误 差 e͂ i，e͂ i = Hlp( jωi ) -

H͂ lp( jωi )，为使得其对分子、分母系数 ck、dk 线性化，

进行变换后的误差 ei可表示为

ei = e͂ i∑
k= 0

n

dk qk( jωi ) =

∑
k= 0

m

ck pk( )jωi - H͂ ( jωi )
é

ë
ê
êê
ê∑
k= 0

n- 1

dk qk( jωi ) + qn( )jωi
ù

û
úúúú

（14）
定义总方差 J为

J= ∑
i= -L

L

ei *ei = EH E （15）

其中： “H”表示共轭转置。

图 2　光纤布拉格光栅传感原理

Fig.2　Fiber Bragg grating sensing principle
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误差向量矩阵 E可表示为

E= PC- QD-W （16）
其中：P为分子多项式矩阵；C为分子多项式系数矩

阵；Q为分母多项式矩阵；D为分母多项式系数矩

阵；W为余项，W= H͂ ( jω ) qn( jω )。
为求得总方差 J的极小值，对矩阵 C、D求偏导

∂J
∂C = 0 和

∂J
∂D = 0，由式（15）、（16）可得

é
ë
êêêê ù

û
úúúúY X

X T Z
é
ë
êêêê ù

û
úúúúC

D
= é
ë
êêêê ù

û
úúúúG

F
（17）

其中：X= -Re ( )P HQ ；Y= 1
2 ( )P H P+ P T P * ；Z=

1
2 ( )QHQ+ QTQ * ；G= Re ( )P HW ；F= Re ( )QHW ；

“T”表示矩阵转置；“*”表示伴随矩阵；Re 表示复数

矩阵的实部。

若 P与Q满足正交条件，则Y与 Z为单位矩阵，

式（17）可表示为

é
ë
êêêê ù

û
úúúúI1 X

X T I2

é
ë
êêêê ù

û
úúúúC

D
= é
ë
êêêê ù

û
úúúúG

F
（18）

由式（18）可求得分子、分母系数矩阵 C和D，进

而求得系统响应的模态参数。

本研究采用 Forsythe 复正交多项式拟合方法提

取系统响应的模态参数，其递推关系为

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

p̄0( )jω = 1

p̄1( )jω = jω- u1

p̄2( )jω = ( )jω- u2 p̄1( )jω - V 1 p̄0( )jω
             ⋮
p̄ k( )jω = ( )jω- uk p̄k- 1( )jω - Vk- 1 p̄ k- 2( )jω

（19）

其 中 ：uk = ∑
i= -L

L

jωi || p̄ k- 1( )jωi

2
ρi 2 /Dek- 1；Vk- 1 =

-Dek- 1 Dek- 2；Dek = ∑
i= -L

L

|| p̄ k( )jωi

2
ρi 2；ρi 为 加 权

因子。

对于分母多项式 qk( jω ) 与分子多项式 p̄ k( jω )，

ρi分别取 ρi 2 = | H͂ ( jωi ) |
2
和 ρi 2 = 1。对正交多项式

pk( jω )进行正则化，即

pk( jω ) =
p̄ k( )jω

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

i= -L

L

|| p̄ k( )jω
2
ρi 2

1
2

=
p̄ k( )jω

Dek

1
2

（20）

令 p̄ k( jω ) = jk R̄ k(ω )，R̄ k(ω ) 为实数，由式（19）、

（20）可得

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R̄ k( )ω = ωRk- 1( )ω + Vk- 1Rk- 2( )ω
Vk- 1 = -Dek- 1 Dek- 2

Dek = 2∑
i= 1

L

R̄ k( )ωi ρi 2

    ( )k= 0，1，⋯

（21）
经计算得到 R̄ k(ω ) 后，即可计算正则化后的

Rk(ω )，再根据 pk( jω ) = jk Rk(ω ) 进一步计算 pk( jω )。
同理，可按同样步骤求得 qk( jω )。

将式（18）展开，即

ì
í
î

( )I- X TX D= F- X TG

C= G- XD
（22）

其 中 ：X= -Re ( )P HQ = -2Re ( )P+ HQ+ ；G=
Re ( )P HW = 2Re ( )P+ HW+ ；“ + ”表 示 矩 阵 的 广

义逆。

根据式（22）求得正则化后的多项式系数矩阵 C

和D后，可进一步求得分子和分母多项式，即

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ck pk( )jω = ck

( )Dek

1
2

p̄ k( )jω

dkqk( )jω = dk

( )Dek

1
2

q̄k( )jω
（23）

当分子、分母多项式系数已知后，令分母多项式

为 0，所求 s值即为极点值，由极点值可进一步求得

各阶固有频率 ωr和阻尼比 ξr。

p点激励、l点响应的传递函数Hlp( s )可表示为

Hlp( s ) = ∑
r= 1

N ( )Alpr

s- sr
+ A *

lpr

s- s*
r

（24）

其中：Alpr为Hlp( s )在极点 sr处的留数。

模态常数的计算公式为

Alp = 2Re ( Alpr ) Re ( sr ) + Im ( Alpr ) Im ( sr ) +
| sr |2Re ( Alpr ) （25）

2 实验介绍与模态常数库的建立

2.1　实验台介绍　

为验证所提出的冲击定位方法的可行性，在金

属铝板结构上开展了实验研究。实验台如图 3 所

示。其中，矩形板长为 600 mm，宽为 200 mm，厚为

3 mm，材料为铝合金，密度为 2 770 kg/m3，弹性模量

为 68.9 GPa，泊松比为 0.33。实验中将板面均分为

12 个尺寸为 100 mm×100 mm 的区域，为规避模态

节点对实验的影响，采用多传感器的策略，在板面布

设了 10 个 FBG 传感器测点。图 4 为区域划分及

FBG 布设示意图。
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2.2　冲击响应数据测量　

设置解调仪采样频率为 2 kHz，使用力锤分别

冲击板面上“★”符号所示的 12 个位置，采集对应位

置的冲击响应数据。以区域 1 受冲击时 FBG1 采集

到的时域响应为例，冲击响应时域图如图 5 所示。

2.3　模态常数特征数据库的建立　

由模态常数与测点位置和冲击位置之间的关系

可知，当测点位置不变时，模态常数与冲击点位置存

在映射关系。因此，本实验在建立样本数据库的过

程中，采用相同的 FBG 传感器采集 12 个区域受

冲击后的响应数据，并通过实验模态分析得到各自

对 应 的 固 有 频 率 ，分 别 为 6.33、40.50、113.82 和

224.15 Hz 的前 4 阶模态的模态常数，结合冲击点位

置坐标，建立图 6 所示的模态常数特征数据库。其

中：横坐标为模态阶次；纵坐标为范数归一化后的模

态常数的模。

3 冲击定位实验

选用与 2.3 节相同的 FBG 传感器采集数据，分

别对 12 个冲击点各冲击 1 次，分析得到响应信号中

的前 4 阶模态常数。冲击实验模态常数特征如图 7
所示。

图 3　冲击定位实验台

Fig.3　Impact positioning test bench

图 4　区域划分及 FBG 布设示意图（单位：mm）

Fig.4　Schematic diagram of zoning and FBG layout 
(unit:mm)

图 5　冲击响应时域图

Fig.5　Time-domain plot of shock response

图 6　模态常数特征数据库

Fig.6　Modal constant feature database
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3.1　模态常数特征向量匹配结果　

本研究采用相似度匹配的方法，将对应于每个

冲击点的前 4 阶模态常数组成一个模态常数特征向

量，比较冲击实验得到的模态常数特征向量与数据

库中特征向量间的余弦相似度进行相似度匹配。余

弦相似度的计算公式为

cos ( θ )=
A lpexpA lpk

 A lpexp
 A lpk

（26）

其中：A lpexp 为冲击实验得到的模态常数特征向量；

A lpk为模态常数库中的特征向量。

当 2 个向量间的余弦相似度越接近 1，认为 2 个

向量的相似度越高，则数据库中特征向量所代表的

位置越有可能是冲击位置。对 12 个位置进行冲击

实验，其特征向量匹配结果如图 8 所示。其中，冲击

实验所得到的模态常数特征向量与数据库中各个冲

击点的模态常数特征向量间的余弦相似度越接近

1，在图中显示的颜色就越深。

3.2　实验结果分析　

在 600 mm×200 mm×3 mm 的铝板上进行冲击

定位实验，在 12 个样本位置中有 10 个位置定位准

确，而位置 8 和位置 9 的冲击定位结果显示在邻近的

位置 4 和位置 8。比较这 2 次冲击的余弦相似度的

数值可知，冲击点 8 与位置 4 和位置 8 的相似度值分

别为 0.841 和 0.833，冲击点 9 与位置 8 和位置 9 的相

似度值分别为 0.898 和 0.855，都十分接近。造成不

同位置的匹配数值相近的原因有：①实验结构本身

存在一定的对称性，提高参与计算的模态阶数或增

加用来定位的 FBG 传感器能够在一定程度上解决

此问题；②噪声信号的影响使得正交多项式拟合的

模态参数出现了一定的误差。

4 结  论

1） 结合光纤光栅可分布式测量的特性，设计了

光纤光栅传感网络，可对板面冲击响应信号进行

监测。

2） 基于模态特征匹配的冲击定位算法能够在

图 7　冲击实验模态常数特征

Fig.7　Impact experimental modal constant feature

图 8　特征向量匹配结果

Fig.8　Feature vector matching results
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较低的采样频率下，利用低阶模态的模态特征，在单

激励位置的情况下，实现在线定位冲击位置。

3） 所提算法利用模态常数与冲击位置之间的

映射关系，结合余弦相似度匹配的方法，提高了对冲

击位置的定位精度。
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